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科学 试验 和 理论 研究 的 密切 结合 是 近代 科学 技术 的 一 个 显著 特点 。 理 论 以 试验 为 基础 ， 
试验 需要 理论 作 指导 ， 两 者 互相 依赖 、 相 辅 相 成 ， 加 速 了 科学 技术 的 发 展 。 然 而 ， 实 践 毕竟 
是 一 切 理论 活动 的 基础 ， 任 何 一 种 理论 ， 只 有 在 科学 试验 得 到 证 实 后 才能 成 立 ， 通 过 试验 证 
实 理论 ， 通 过 试验 发 展 理 论 。 试 验 是 理论 工作 的 前 提 ， 理 论 工作 上 不 去 ， 常 常 是 因为 试验 上 
不 去 , 试验 有 了 突破 ,理论 就 跟着 上 一 层 楼 ， 这 是 科学 史上 屡见不鲜 的 事实 。 在 工程 技术 中 
任何 一 个 成 功 的 产品 都 是 设计 和 试验 密切 结合 的 产物 。 设 计 过 程 就 是 试验 过 程 ， 试 验 贯 穿 在 
整个 设计 工作 的 始终 。 任 何 设计 思想 、 理 论 计算 无 一 不 经 i Ov to 
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llly 


























问题 中 ， 试 验 又 常 是 解决 问题 的 仅 有 办 法 。 因 此 ， 科 学 








根据 车 辆 工程 专业 硕士 研究 生 相关 课程 世 2 的 内 容 以 邬 慧 乐 、 印 航 强 老师 
主编 的 《汽车 拖拉 机 试验 学 》 为 主要 内 容 ， 结 贪杯 辆 下 程 问 题 的 特点 ， 增 加 了 均匀 试验 设计 
及 其 应 用 方面 的 内 容 ; 增加 了 部 分 相关 理论 的 美人 下 用 方面 的 内 容 。 全 书 内 容 力 求 体 现 研究 
生 应 学 习 的 试验 设计 的 理论 及 其 数据 处 理 m 法 :2 

本 书 共 分 9 章 ， 前 5 章 为 车 辆 试验 洲 计 的 基本 理论 和 方法 ， 后 4 章 为 数据 处 理 的 基本 
理论 和 方法 。 第 1 章 主要 介绍 了 线性 系统 分 析 基础 理论 区 2 章 介绍 相似 理论 的 3 个 定理 、 
相似 准则 的 求法 、 相 似 准 ) 形 茂 输 钦 和 模型 试验 理 、 设 计 模型 准则 和 近似 模型 


> 让 规律 的 处 理 、 间 接 测 量 参数 (函数 ) 的 误差 
分 析 、 系 统 误差 、 4 取舍; 第 4 于 
绍 均匀 试验 设 i 第 


交 试验 设计 的 基本 方法 及 应 用 ;第 5 章 介 

绍 随机 过 程 的 一 般 概念 及 其 相关 性 、 功 率 谱 密 

度 函 数 、 平 稳 过 稳 的 线性 变换 及 应 用 ;第 7 章 介绍 数据 分 析 的 过 程 、 程 序 疲劳 试验 的 载荷 谱 编 
制 ; 第 8 章 介绍 谱 密度 的 处 理 方法 、 频 率 响应 函数 和 凝聚 函数 处 理 、 谱 分 析 应 用 实例 一 一 

表面 不 平 度数 字 谱 分 析 ; 第 9 章 介绍 一 元 线性 回归 分 析 、 一 元 非 线性 回归 的 转化 、 试 验 数据 

的 图 像 表示 。 

本 书 由 哈尔滨 工业 大 学 张 京 明 担 任 主编 ， 罗 念 宁 、 任 殿 波 担任 副 主编 。 全 书 由 张 京 明 统 
稿 ， 负 责 内 容 规 划 ， 并 编写 第 1 一 5 章 ， 罗 念 宁 编写 第 6 一 7 章 ; 任 典 波 编写 第 8 一 9 章 。 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ， 编 者 引用 了 参考 文献 中 的 部 分 内 容 ， 包 括 书 中 没有 注 明 的 部 分 参 

考 资料 ， 特 向 其 作者 表示 深切 的 谢意 。 

于 编者 学 识 有 限 ， 书 中 难免 有 不 当 之 处 ， 敬 请 读者 给 予 批评 指正 。 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 
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均匀 设计 表 及 其 使 用 表 、 
试验 结果 的 计算 与 分 析 …… 
不 等 水 平均 匀 设 计 … 
混合 因素 均匀 设计 
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下 篇 数据 处 理 
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功率 谱 密 度 函 数 ……… 
平稳 过 程 的 线性 变换 ， a 
线性 变换 在 系统 分 析 中 的 应 用 ， ee 
试验 数据 分 析 ……… xs 
数据 分 析 的 一 般 流 各 

采样 及 预 处 理 … 3 


模拟 数据 处 理 ;9 
er tes 


eal 


谱 窗 、 兹 
谱 密 度数 字 处 理 ( I ) 一 一 相关 函数 法 
快速 傅 里 叶 变 换 ………… 
谱 密度 数字 处 理 (本) 一 一 FFT 法 
频率 响应 函数 和 凝聚 函数 处 理 … 
谱 分 析 应 用 实例 一 一 道路 表面 不 3 
试验 数据 的 回归 分 析 - 














































































使 用 


EI 


nb 


讶 验 设 a 


答 从 生产 实践 中 独立 出 来 ， 成 为 人 类 认识 
的 发 展 。 由 于 科学 试验 与 近代 科 堂 技 : 


将 发 展 的 初期 ， 
设备 也 很 简陋 


工作 拥有 庞大 的 试验 队伍 


进行 各 种 深入 的 而 
-3 z 方 公里 
件 的 模拟 设施 ， 妇 
能 进行 强化 试 好 


面积 / 








汽车 可 以 在 这 


但 是 上 


性 和 


达到 


1 : 100 
气动 力 


车 天 


常 装 有 程序 控制 的 


且 可 











f 究 活动 。 


的 大 # 





试验 工作 的 安全 性 ， 


各 和 


以 研 





应 性 





业 生 











党 








产 的 


。 所 以 这 利 
学 特性 的 风 洞 ， 为 了 模拟 真实 使 用 
在 这 种 风 洞 里 可 忆 


汽车 工业 的 研 
学 技术 领 


的 问题 。 
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岗 代 化 的 关系 十 
各 和 规模 均 在 : 度 更 是 越 来 越 快 。 


与 日 俱 增 ， 而 且 其 








oT 进行 各 种 这 





地 面 ， 有 





入 研究 汽车 产品 的 各 种 性 能 ， 缩 短 试验 周期 ， 


ge 自然 的 一 种 独特 活动 伴随 着 


分 密切 ， 因 此 现代 科 


闫 家 的 个 别 活动 ， 不 仅 从 事 科 学 研究 的 人 数 很 


科学 试验 只 是 少 
。 与 这 种 水头 选 隐 当 工业 式 的 科学 试验 相反 ， 现 在 大 规模 和 
， 使 用 着 次 各 精密 、 优 良 、 大 型 区 仪器 设备 ， 在 十 分 广阔 的 范围 时 


1 建设 起 来 的 试验 场 ， 是 一 个 占 地 


现在 大 规模 科学 试验 


3 能 遇 到 的 一 切 典型 使 有 
了 山道 能 进行 各 种 性 能 测试 的 道路 ， 
滑 台 、 涉 水 池 以 及 相应 的 室 
% 场 中 完成 各 种 性 能 、 岩 命 试验 。 虽然 这 种 设施 耗费 巨大 ， 投 资 数 以 亿 计 ， 
于 在 试验 场 里 能 深 








内 试验 设备 。 


提高 试验 结果 的 可 比 


在 人 力 、 物 力 和 时 间 上 都 得 到 明显 的 效益 ， 如 台 车 脐 夜 行驶 里 程 可 


2000km， 强 化 路 面试 验 行驶 1600km 相当 于 一 般 使 用 中 行驶 160000km， 强 化 程度 达到 
试验 场 已 经 成 为 现代 汽车 工业 不 可 缺少 的 典型 试验 设施 。 又 如 研究 汽车 空 
条 件 ， 风 洞 尺 寸 越 来 越 大 ， 从 模型 风 洞 到 整 车 风 洞 。 


试验 各 种 类 型 车 辆 的 全 尺寸 原型 ， 不 仅 如 此 ， 为 了 模拟 气候 条 件 ， 研 究 汽 


转 鼓 试验 台 
究 稳定 性 、 动 力 


通过 这 些 大 规模 试验 设备 ， 可 以 精确 地 观察 研究 各 科 


究 中 心 











形式 。 








了 许 





:多 新 的 问题 。 


例如 ， 


常常 拥有 数 千 研 究 人 员 ， 是 一 个 包括 许多 学 科 、 
域 的 大 规模 科学 试验 集体 。 因 








， 现 代 科学 技术 试验 工作 已 经 具有 大 规模 现代 化 工 
于 科学 技术 试验 发 生 了 如 此 深刻 的 变化 ， 因 而 出 现 了 许多 新 的 情况 ， 提 出 








怎样 组 织 试验 ， 怎 样 设计 试验 ， 怎 样 合理 选 | 








气候 的 适应 性 ， 还 出 现 了 全 天 候 风 洞 ， 温 度 可 以 在 -40 一 +50C 进 行 调节 。 风 洞 中 还 
。 在 这 类 风 洞 中 不 仅 可 以 研究 车 辆 的 各 种 空气 动力 学 特性 ， 而 
性 、 燃 料 经 济 性 、 制 动 性 以 及 冷 起 动 、 冷 却 、 





通风 、 空 调 等 气候 适 
客观 真实 情况 。 
许多 专业 、 许 多 科 





让 





测试 技术 ， 怎 样 处 理 








试验 数据 等 。 总 之 ， 为 了 适应 现代 化 科学 技术 试验 的 要 求 ， 需 要 研究 利 





学 技术 试验 本 身 的 一 


is 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 | 


些 问题 ， 需 要 从 各 行 各 业 各 种 具体 试验 方法 中 抽出 那些 具有 共性 的 内 容 ， 归 纳 提 炼 成 为 规律 
性 的 认识 ， 这 样 形 成 一 个 新 的 科学 技术 领域 ， 一 门 关 于 试验 的 科学 ， 即 所 谓 试验 工程 学 。 这 
门 关 于 试验 的 科学 是 科学 技术 试验 的 产物 ， 在 学 术 界 引 起 了 广泛 的 兴趣 ， 它 将 极 大 地 推动 科 
学 技术 试验 工作 的 开展 ， 在 现代 化 建设 中 ， 起 着 不 可 估量 的 作用 。 
车 辆 试验 设计 理论 在 车 辆 工程 学 科 的 教学 科研 实践 中 也 得 到 了 体现 。 因 此 ， 本 篇 试图 从 
车 辆 各 种 具体 试验 设计 方法 中 概括 那些 带 共 性 的 基本 理论 、 基 本 技术 ， 为 从 事 本 领域 工作 的 
人 们 打下 一 定 的 基础 。 






































事 T 章 


线性 系统 分 析 基 础 


通 立 和 学 到 ste 知识 ， "六 
a 流 :小 


启 
谎 
恒 
下 1 
烽 
局 
竺 














系统 的 概念 与 类 型 
系统 分 析 的 内 容 与 特点 
周期 函数 、 非 周期 函数 、5- 函 
数 的 传 里 叶 变换 、 性 质 ; 频谱 
拉 普 拉 斯 变换 的 概念 、 性 质 及 
微分 方程 的 拉 普 拉 斯 解法 


掌握 系统 与 系统 分 析 的 基本 内 容 10% 


伟 里 叶 分 析 掌握 傅 里 叶 分 析 的 基本 原理 25% 


拉 普 拉 斯 变换 掌握 拉 普 拉 斯 变换 的 基本 原理 25% 











传递 函数 及 机 械 加 i i 传递 函数 、 机 械 阻抗 的 概念 及 
租 搞 掌握 传递 函数 、 机 械 阻 抗 的 基本 知识 计算 方法 30% 
脉冲 响应 函数 和 | ”掌握 脉冲 响应 函 教 和 频率 响应 函数 的 | ”任意 函数 输入 下 的 系统 响应 ; | | (ow 


频率 响应 函数 基本 概念 频率 响应 函数 的 图 像 





2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


1.1 概 述 


1.1.1 系统 


系统 是 由 若干 相互 联系 、 相 互 作用 的 元 素 ， 为 实现 一 定 的 目的 而 组 成 的 有 机 整体 。 
个 仪器 、 一 种 设备 、 一 辆 汽车 、 一 台 拖 拉 机 ……， 凡 是 由 许多 元 素 组 成 的 有 机 整体 都 
可 以 称 为 系统 。 系 统 有 大 有 小 ， 可 简 可 繁 ， 而 且 形 态 种 类 众多 ， 不 仅 有 由 物质 组 成 的 自然 系 
统 ， 而 且 有 由 事 组 成 的 人 为 系统 。 例 如 ， 大 型 科学 试验 的 组 织 和 管理 就 是 一 个 人 为 系统 。 
外 界 对 系统 的 影响 称 为 系统 的 激励 或 输入 ， 在 外 界 激励 的 作用 下 ， 系 统 的 变化 称 为 响应 
或 输出 。 图 1.1 所 示 为 简单 系统 的 输入 、 输 出 示意 图 。 
复杂 系统 是 由 一 些 ; 



















































本 oo, 统 组 成 的 。 基 本 系统 连接 
ai -成 复杂 系统 的 主要 戏 兴 有 吓 联 、 并 联 和 反馈 。 如 果 上 一 
_ 基本 系统 的 :为 下 一 系统 的 输入 则 称 为 串联 

图 1. 单 系统 的 输入 、 输 出 示意 图 
本 作 生 生生 的 本 全 和 下 一 系 统 | 加 mt i 果 同 一 输入 加 在 所 有 基本 系统 的 给 
入 端 上 ， 而 诸 系统 的 输出 之 和 构成 总 的 输出 (b)]， 则 称 为 并 联系 统 。 如 果 把 系统 输出 
量 的 一 部 分 或 全 部 返回 到 输入 端 ， SR [图 12(c)]。 反 馈 结果 起 了 加 强 输入 量 作用 








的 称 为 正 反馈 ;起 了 削弱 作用 的 稳 输入 端 与 输出 端 之 间 存 在 反馈 的 系统 称 闭环 系 
统 ， 反 之 称 为 开 环 系统 。 





| | 不 系统 (1) 上、 
> 
| (2) 1 


图 1.2 串联、 并联 和 反馈 系统 框图 






1.1.2 ”系统 分 析 


建立 描述 系统 的 数学 模型 ， 确 定 系统 的 输入 和 输出 关系 ， 研 究 系 统 对 激励 的 响应 关系 是 


系统 分 析 的 主要 内 容 。 
数学 模型 可 以 根据 各 种 物理 定律 ， 例 如 机 械 系统 中 的 牛顿 定律 ， 电 气 系统 中 的 克 希 堆 夫 


定律 而 导出 ， 也 可 以 通过 试验 的 方法 来 建立 。 
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如 果 微分 方程 是 未 知 函 数 及 其 各 阶 导数 的 一 次 方程 ， 则 称 此 方程 是 线性 的 。 凡 
E 方 程 描述 的 系统 称 为 线性 系统 。 工 程 技 术 上 过 到 的 问题 多 属 线性 问题 ， 或 者 在 特定 范 





| 


[看 成 线性 的 。 

现代 线性 系统 理论 的 主要 特点 如 下 。 

(1) 研究 对 象 一 般 是 多 变量 线性 系统 , 而 经 典 理论 3 
上 ， 现 代 线 性 系统 理论 具有 大 得 多 的 适用 范围 

(2) 除 输入 变量 和 输出 变量 外 ， 还 着 重 考 
考虑 系统 的 外 部 性 能 (输入 与 输出 的 关系 ) 。 
且 更 为 深刻 。 











出 

















山 





成 方法 。 因 此 ， 
(4) 使 用 








和 复 变 函数 论 等 较 高 深 的 数学 了 
线性 系统 服从 可 加 性 和 齐 次 性 原理 。 


可 加 性 表示 系统 的 多 个 输入 之 和 的 输出 





[ 具 。 因 此 ， 现 代 线 


E 要 以 单 输入 单 输出 系统 为 研究 对 


虑 描述 系统 内 部 状态 的 状态 变量 ， 而 经 典 到 
因此 ， 现 代 线 性 系统 理论 所 考虑 的 问题 更 为 


(3) 在 分 析 和 综合 方法 方面 以 时 域 方法 为 主 ， 兼 而 采用 频 域 方法 。 而 经 典 理论 主要 采 
现代 线性 系统 理论 能 充分 利用 这 两 种 方法 。 而 时 域 
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站 
是 能 











线 
内 











象 。 


论 
全 

















频 
7 法 对 动态 描述 要 更 为 直观 。 





网 分 析 、 群 论 、 环 论 、 范 畴 论 
役 更 复杂 的 问题 。 





的 代数 和 ， 即 
(1-1) 





fn+ CN 
其 中 ， f(x +x) 为 系统 在 和 两 合作 用 下 的 输 则 


单独 输入 % 或 名 时 的 输出 。 
齐 次 性 表示 常数 人 给 入 属 履 等于 此 输入 
JeD= 





中 ，c 为 常数 。 2 _ 
线性 系统 的 可 如 稚 和 齐 次 

应 。 因 此 ， 多 介 

这 些 效果 加 起 来 就 得 到 了 总 效果 。 


业 


例如 ， 图 1.3 (a) 所 示 的 线性 系统 ， 它 在 多 个 输入 、 吉 、… 


假若 激励 * 与 > 的 关系 ， 用 下 列 
a, ey 

i 

按 线性 系统 可 加 性 原理 


微分 方程 描述 
dy 由 
dt df 
1.3 (a) 等 效 于 图 1.3 (b) ， 





+ 














图 

















i 
A 


Ne 
同时 作用 在 线性 系统 的 总 效果 ， 可 以 逐个 分 析 单个 激励 的 效果 ， 然 后 把 


十 … 十 本 -一 十 007 = 十 和 十 … 十 加 


中 j、 儿 、 


HH， 、 了 (x,) 分 别 为 系统 在 


(1-2) 


并 不 影响 另 一 个 激励 引起 的 响 


、 尺 ,的 作用 下 的 响应 为 y 。 


(1-3) 


力 、…、 几 分 别 为 系 


统 w、 


2 


所 单独 作用 于 


d"y 


a a 





1 
a 为 


+a, 





同一 系统 所 产生 的 响应 ， 它 们 分 别 可 以 用 下 列 微分 方程 表述 


dl 
Wy 


Wi = 
di d 三 为 


(二 | 


dm 





"dr 


d 
a, 


TT (1-4) 


dr 了 





"dr 


n 
da 
站 


十 … 十 本 一 十 Go0] =% 


r 


dy, 
hl dt 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


分 别 求 出 式 (1-4) 中 各 式 的 解 ， 然 后 相 加 即 可 得 到 式 (1-3) 的 解 ， 即 


nt i 








(a) b 
13 Smaragd 


对 于 诸如 式 (1-4) 之 类 的 线性 常 微分 方程 ， 只 要 励 函 数 及 其 初始 条 件 ， 便 可 用 经 典 
的 微分 方程 理论 求解 。 

除了 用 经 典 的 方法 解 微分 方程 外 ， 寿 
径 。 其 中 之 一 ， 是 运用 拉 普 拉 斯 变换 的 
方程 的 解 ， 而 且 还 引出 了 线性 系统 
些 概念 对 系统 分 析 非 3 










践 上 ,还 有 一 些 不 通过 经 典 方法 分 析 系 统 的 途 
C 


求解 。 运 用 拉 普 拉 斯 变换 ， 不 仅 可 简便 地 得 到 微分 
数 的 概念 、 Se RE 在 9 念 ， 这 





区 求 系统 数学 模 出。 因此 , 在 本 章 分 别 给 以 介绍 。 
此 外 ， 当 运用 线性 系统 的 侈 加 原 E 研 究 系统 出 里 叶 分 析 理 论 可 以 方便 地 把 输入 和 输 
出 函数 分 解 成 若干 个 不 同 频 2 I 到 此， 本 章 也 将 介绍 傅 里 叶 分 析 的 基本 概念 


和 性 质 。 No 下 # 队 
1.2” 傅 里 叶 分 析 


傅 里 叶 分 析 是 把 时 间 函 数 从 时 间 域 转换 到 频率 域 进行 分 析 的 有 力 工具 。 在 进行 系统 分 析 
时 ， 不 仅 需要 研究 信号 随时 间 变 化 的 情况 ， 还 常常 需要 考虑 其 组 成 方面 的 问题 ， 这 就 叫 作 从 
时 间 域 转换 到 频率 域 上 研究 问题 。 信 号 在 不 同 域 上 的 特征 , 是 从 不 同 的 角度 对 信号 进行 描述 ， 
以 提取 尽 可 能 多 的 有 用 信息 ， 供 分 析 研 究 用 。 


1.2.1 周期 函数 的 傅 里 时 级 数 






































设 w GO) 是 周期 为 7 的 函数 , 如 果 在 区 间 |-33| 上 : @ 连 续 或 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ; 
@ 只 有 有 限 个 极 信 点 ， 则 函数 (0) 可 展开 为 


(= Dla, cos2rnfot + b, sin2rnfot] (1-5) 


n=l 
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pe 
= 寺 [sd 
D er 
a, = [3 eos2mmfirdr (n=1,2,3,…) (1-6) 


7 
b, = [00sin2md 人 =123;9 





式 (1-5) 表明， 周期 函数 可 以 用 三 角 级 数 展开 。wm、w 和 b, 称 为 内 () 的 传 里 叶 系 数 ， 
用 = 二 称 为 基 频 ， 公称 为 直流 分 量 ，eos2mN/ + sin2mN 称 为 基 波 ， 太 = 称 为 谐 频 ， 























a cos2nnft+b, sin2nnft 称 为 n 阶 谐 波 ，4, =Va, + 为 而 。 周 期 函数 的 傅 里 叶 级 数 展 
开 ， 就 是 把 它 展 成 直流 分 量 与 所 有 nn 阶 谐 波 的 迭 加 。 

图 1.4 所 示 为 一 周期 方 波 ， 该 方 波 在 区 ll = [外 Ss 二 
上 的 函数 表示 式 为 i Ey 





=Y 


> 
&] 
KY 
ll 
1 
| 1 
从 
SIN 
村 
-1 十--- | 
En 
1 
bls 


按 式 (1-6) 有 52 当 一 一 -6 一 
次- EN 图 1.4 周期 方 波 


大 
= 请 xr(t)cos2anftdt =0 


a 


工 
2 [3 : 
b, = 此 x7r(Dsin27z1otdt 


a —cosnn) 
nn 


0 当 n=2K 
=1 4 snag K-023,.) 
(QQK -Dx 


把 傅 里 叶 系 数 带 入 式 (1-5) 得 





和 
条 (D) -As 2mht+ Ja 6mft+…+ Ket 











上 式 说 明 ， 方 波 可 以 用 一 系列 正弦 波 的 迭 加 表示 ， 所 取 项 数 越 多 ， 近 似 程度 越 好 。 图 1.5 所 
示 为 方 波 羡 (0 与 展开 波形 的 关系 。 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 co 


wD 4 sin2nfr 
元 








4 1 
xr(D 4 RW sin6n/) 


1 








xr(D)h (sin2ny 2 














NCU 


图 1.5 方 波 与 展开 波形 的 关系 


1.2.2” 傅 里 时 级 数 的 复 指 数 形式 
实用 上 ， 周 期 函数 的 傅 里 叶 级 数 常用 指数 形式 表达 ， 应 用 欧 拉 公式 


cosO= Je +e i?) 








| (1-7) 
sin0= i -61) 
式 中 ， j=V-1。 
将 式 (1-7) 代 入 式 (1-5)， 整 理 后 得 到 
| ib jam, tjb, jam 
xr(t)= 7 | 2 + 2 l (1-8) 


如 果 令 


mm 一 一 线性 系统 分 析 基 础 第 1 章 | 


a 1 二 
GB > 2 
ib _1 [3 -im 
区 | (DeriPmdf (n=1,2,3,) 
Cc, w+tib_l [Fe (n=12,3...) 
Pi 


将 上 列 三 式 归 结 为 一 个 式 子 ， 并 令 f=nf， 则 有 


CG =z| Pxr(De Pidt (n=0,+1,42,..) (1-9) 


于 是 式 (1-8) 可 写 为 
(1-10) 
eg 0,+1,+2,.: 


i jo (1-11) 


需要 说 明 的 是 ,在 式 4 Ns EE 对 n= 一 % 到 n=+% 累加 的 ， 因 而 出 现 
“ 负 频 率 ” 的 概念 念 在 物理 上 是 9 ， 纯 粹 是 为 数学 上 运算 的 方便 而 引入 的 。 
1.2.3 ” 傅 里 时 变 


实践 中 经 常 遇 到 在 有 限 区 间 内 满足 式 (1-5) 条 件 的 非 周 期 函数 。 显 然 ， 韭 周期 函数 不 能 直 
挡 运 用 传 里 叶 级 数 展开 式 。 但 是 ， 可 以 把 任何 一 个 非 周 期 函数 x(1) ， 看 成 是 由 某 个 周期 函数 
各 (0 当 T 必 4m 时 转化 来 的 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 构 造 周期 函数 x (1) ， 全 其 在 | 卫 ， 了 ms 
非 周 期 函数 x(1) ， 而 在 之 外 按 周 期 了 延 拓 出 去 ， 如 图 1.6 所 示 。 


不 难看 出 , 了 越 大 ，x(D) 与 立 (0) 相等 的 范围 也 越 大 , 这 表明 当 了 一 too 时 , 周期 函数 x (1) 
便 转化 为 x(?) ， 即 











































lim x (1) =x() 


联系 式 (1-11) ， 于 是 
xD= lm | 也 Fs en 


记 Af = -f= 二 ， 当 7 -om 时 ，Ar 0， 则 上 式 可 写 为 
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= 
a S 二 -ja dy [ea 
0 => | xr(De eAf 
Dh 
ol 7 

















pa 


> 


! 上 
六 到 
2 


/了 , 尼 
I 图 1.6 节 为 x(1) 的 示意 图 


(1-12) 


考察 式 (1-12) 方 括 弧 内 的 积分 , 当 了 一 om 时, 积分 的 上 下 限 变 为 ~-o 和 +% ,xy(1) 二 x(1) 。 
同时 ， 离 散 的 频率 密布 在 整个 了 轴 上 ， 成 为 连续 的 频率 。 因 此 ， 式 (1-12) 中 方 括 弧 内 的 


积分 当 T 一 ww 时 ， 可 记 为 
X( 门 = [se ra 
代入 式 (1-12) ， 并 按 广义 积分 的 概念 ， 可 改写 为 
xD)= 图 [oe wa |e 


=| Xe war 


以 上 是 概念 性 的 推导 ， 严 格 的 数学 推导 表明 ， 只 有 满足 条 件 


[Fold <o 


式 (1-13) 及 式 (1-14) 才 成 立 。 


(1-13) 





通常 , 式 (1-13) 称 为 函数 的 傅 里 叶 变换 , 而 式 (1-14) 称 为 傅 里 叶 逆 变换 , 并 把 x(1) 与 X( 了 /) 


OL 
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间 的 傅 里 叶 变换 关系 记 作 x(1) <> XX(f) 。 两 式 说 明 ， 具 备 一 定 条 件 的 非 周 期 函数 ， 可 由 频率 
为 了 的 波 X(f)ex” 通 过 了 从 -% 到 +ew 连 续 变 化 的 无 限 迭 加 (积分 也 是 一 种 迭 加 ) 而 构成 的 。 
1.2.4” 傅 里 叶 变 换 的 性 质 

傅 里 叶 变 换 有 一 系列 性 质 ， 列 举 如 下 。 

1) 线性 性 质 

若 x0)=awxm(D)+wxz(D ， 其 中 ，aw,a: 为 任意 常数 ， 则 

X(N)=aX(f)+aX,(f) (1-16) 

式 中 ，x(D) 守 X(f), nD OXN), vO) OX(f). 
式 (1-16) 表 明 ， 多 个 信号 和 的 傅 里 叶 变 换 等 于 各 信号 的 傅 里 叶 变 换 之 和 。 

2) 翻转 及 共 思 性 质 人 


车 x(D) 全 XX(f)， 则 
x(-1) SO F(A A- (1-17) 
x(D) (1-18) 
式 中 ，x(-D) 为 x(?) 绕 纵 轴 的 翻转 ， 如 XX(-/) 为 X(/) 的 翻转 ，x(D) 为 x(D) 的 复 
共 ge，X(- 有 为 X(-/) a 
3 
PR 0 7 


1.7 函数 图 形 的 翻转 
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A 


3) 时 移 和 频 移 性 质 
若 x(1) SX(f)， 则 
x(t—h) Xf eT ™ (1-19) 
X(f -fn) xDe™ (1-20) 
式 中 ，, 思 分 别 为 时 移 量 和 频 移 量 。 式 (1-19) 及 式 (1-20) 表明 ，x(t) 沿 + 轴 位 移 癌 ， 在 频 域 内 
其 傅 里 叶 变 换 需 乘 以 因子 ew ， 即 傅 里 叶 变 换 的 幅 值 不 变 而 改变 相位 。X(/) 沿 了 轴 位 移 
万 ， 在 时 域内 相应 得 时 间 函 数 需 乘 以 因子 ex 。 
4) 卷 积 定理 
卷 积 的 概念 ， 对 于 任意 两 个 函数 x(t) 和 x,(t)， 它 们 的 卷 积 定义 为 
nH(D)* (= [MGA (1-21) 


式 中 ,符号 “*” 代 表 卷 积 积分 运算 。 其 几何 意义 如 图 1.8 所 示 。 图 1.8(a) 和 图 1.8 (b) 分 别 画 出 了 
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卷 积 的 时 间 函 数 x,(t) 和 x(7) (图 上 已 把 变量 1 换 成 变量 r )。 图 1.8(c) 上 把 x,(7) 翻转 为 六 (-z) ， 
并 在 图 1.8(d) 上 把 x,(-7) 位 移 1:=+ ， 得 到 x%(1-t)。 图 1.8(e) 上 曲线 为 乘积 x (7) x,(1 一 7)， 
线 下 的 面积 (阴影 线 部 分 ) 就 是 :=t 时 式 (1-21) 的 积分 值 ， 并 在 图 1.8(D 上 以 4 点 的 纵 坐 标 标 
出 。 当 位 移 ! 取 不 同 值 惟 心 … 时 ， 可 得 到 一 系列 积分 值 ， 从 而 绘 成 如 图 1.8( 人 D 所 示 的 曲线 。 






















































































该 曲线 就 是 式 (1-21) 的 几何 表示 。 


(rT) (rt 




















XT-T) 


州 条 一 > 


XT) 





(©) 


(De) 划 上 内 影 线 部 分 的 面积 








1.8 ” 卷 积 过 程 图 示 
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卷 积 定理 : 车 (DD) 作对 (1 有， 人) 会 于 (1)， 则 


[sO de a= XN) X0)) (1-22) 


[BO Oe d=X( fA),(f) (1-23) 
式 (1-22) 及 式 (1-23) 表明， 两 函 数 乘积 的 全 里 叶 变 换 等 于 其 傅 里 叶 变 换 的 卷 积 ， 两 函数 卷 积 
的 傅 里 叶 变 换 等 于 其 传 里 叶 变换 的 乘积 。 
5) 帕 塞 伐 (Parseval) 能 量 定理 
若 x(?) 人 XX(f1)， 则 




















三 =od= [x Nha (1-24) 
式 (1-24) 说明 ， 时 域 上 计算 x(?) 的 能 量 等 于 频 域 上 计算 能 量 。 


1.2.5 ”频谱 将- 


工程 上 ， 常 把 X(f) 称 为 x(t) 的 频谱 本 是 借用 光学 的 概念 。 光 学 中 ， 太 阳光 通 

过 分 光 计 被 分 解 为 红 、 黄 、 绿 、 橙 、 青 筹 g 密 相间 的 光 带 ， 称 为 光谱 。 
通常 所 谓 的 频谱 图 ， 是 指 振幅 关系 。 在 傅 里 叶 级 数 的 理论 中 知 ， 对 于 以 7 为 周 

期 的 周期 函数 立 (D 的 第 4 阶 谐 波 为 /， 而 振幅 潜 @,(n=0,1,2,…) 。 由 于 (n=1,2,…)， 


所 以 频谱 图 形 是 不 连续 的 ， 黎 身高 站 频谱 。 
图 19 所 为 略语 4、 同 有 为 i 形 际 种 。 在 | 子 , 所 | 内 的 了 数 为 


















2 
3 
NX eT a 党 ar(04 
2 2 
xr(t)=)h 本 <t<s 了 
! ! | 1 1 | 
0 I<r<T | 
2 2 ! | 国 面 ! |! 
根据 式 (1-9) ， 可 得 ， or 7 
2 
Q- [FOr=hrh 图 1.9 周期 性 矩形 脉冲 
Li 
C= 了 [2 wd = 二 sinrjr (=+Ldt2) 
i nn 
代入 式 (1-10)， 得 到 矩形 脉冲 波 的 传 里 叶 级 数 复 指 形式 为 
xr(t)=hrf+ > sin(anfir el 
neo NIT 
(nz0) 
13 


— 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


设 T=4r, |cl=4lc|- 作 





= 六 =.) ， 把 计算 出 来 的 各 阶 谐 波 振幅 的 
数值 ， 在 频谱 图 中 直观 地 表示 出 来 ， 如 图 1.10 所 示 。 此 例 说 明了 周期 函数 展 成 离散 谱 的 情况 。 


lcl 
在 
4 人、、 


~ 
~ 


| 民 Kd 站 乔 汪 ~ 1 


0 太 2% 交 二 8 
图 1.10 矩形 脉冲 的 频谱 
对 于 非 周期 函数 x(t) ， 可 以 通过 传 里 叶 变换 求 频谱 。 连续 变化 的 ， 因 而 称 为 连 
图 1.11 (a) 所 示 为 单个 矩形 函数 。 单 个 矩形 函 关 











T=4r 








函数 ， 其 函数 式 为 


按 式 (1-13)， 它 的 傅 里 叶 变 换 为 


X(f)= [eT he- | (1-25) 


eh =0)=2h7(/ =0) 

根据 式 (1-25) 做 111 ou 单个 矩形 函数 具有 连续 频谱 此 外 ， 如 
果 x(D 的 了 增 太 则 ph 上 , 主因 i 条 ” 变 “ 瘦 ”反之 ， 主 辩 将 变 
“ 矮 ” 变 “ 胖 ” We 较 宽 的 时 间 域 函数 ， 其 频谱 的 主导 频率 占据 频率 轴 上 很 窄 的 一 段 
范围 习惯 上 称 为 “窄带 ”。 反 之 ， 较 窄 的 时 间 域 函数 ， 其 频谱 跨越 一 个 较 宽 的 频率 范围 称 
为 “宽带 ”。 











XD 








1.11 单个 矩形 函数 及 其 频谱 


对 比 式 (1-10) 和 式 (1-14)， 前 者 按 离 散 频 率 求 和 ， 后 者 按 连 续 频 率 求 和 (积分 ) 。 式 (1-14) 
中 的 半 CP)dr 与 式 (1-10) 中 ,的 相对 应 所 以 X(f) 就 是 单位 频率 范围 的 振幅 ， 亦 即 X(f) 具 
有 密度 的 含义 。 所 以 在 频谱 分 析 中 ，|X(7)| 又 可 称 为 函数 x(t) 的 振幅 谱 密 度 


OL 
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1.2.6 5- 函数 及 其 侍 里 叶 变 换 


工程 实践 中 的 许多 物理 现象 具有 脉冲 性 质 ， 如 电学 中 的 脉冲 电流 ， 力 学 中 的 冲击 力 等 。 
这 种 现象 在 数学 中 常用 6 -函数 或 称 为 脉冲 函数 来 描述 。 

6 -函数 是 一 个 广义 函数 ， 不 能 用 “ 值 的 对 应 关系 ”来 定义 。 发 生 t=0 在 56 -处 的 函数 定 
义 为 








6(D=0 1#0 
6(0)=o 1=0 (1-26) 
三 sod=i 

6 -函数 的 一 个 重要 性 质 是 : 对 于 任意 一 个 在 := 0 处 连续 的 函数 x(D) ， 有 
眉 x(1)5(D)dt = RN < (1-27) 


对 于 在 t= 处 的 65- 函数 ， 则 有 


“xD6d R (1-28) 
式 (1-27) 及 式 (1-28) 表明， i 2 的 积分 都 有 明确 的 意义 ， 这 就 使 得 5- 
函数 在 工程 中 有 较 广 泛 的 应 用 。 

人 次 


运用 式 (1-26) 可 得 56 一 十 变换 对 为 





= 6)e- So 4=1 (1-29) 
3 60D) 2 ey (1-30) 


， 在 t=0 处 的 5- 函数 与 常数 1 构成 一 对 傅 里 叶 变换 对 。 
的 人 1】 试 求 正弦 函数 sin2mht 及 余弦 函数 cos2zxjut 的 傅 里 叶 变 换 。 
解 ， 正弦 函数 和 余弦 函数 不 满足 傅 里 叶 变 换 条 件 [ 式 (1-15)]， 但 车 利用 5 -函数 的 性 质 即 
可 得 题解 。 
考虑 频 域 上 土 h 处 发 生 的 65- 函数 ， 运 用 式 (1-28) ， 可 得 


[E50 -Med = (1.31) 


昌 








| 


[s+ fe -er (132 
把 式 (1-31) 及 式 (1-32) 代 入 式 (1-7)， 得 
cos2yy =3 | 160 = 1) +50 + /le 


sin2yit= 二 [ev —f)-6(f + fe df 


15 


-一 = 


is 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 mm 


上 两 式 与 式 (1-14) 比较 ， 可 以 看 成 是 正弦 函数 和 余弦 函数 的 傅 里 叶 变 换 ， 于 是 可 得 到 
| cose war -zt ff)+6(f +f)] (1-33) 


三 sn2mePwd -= f-f)-6(f +f0)] (1-34) 


式 (1-33) 及 式 (1-34) 建 立 了 正弦 函数 和 余弦 函数 与 频 域 上 的 脉冲 函数 间 的 关系 ， 在 数据 
处 理 中 这 一 关系 十 分 有 




















1.3 拉 普 拉 斯 变换 


1.3.1 “ 拉 普 拉 斯 变换 的 概念 KK 


拉 普 拉 斯 变换 可 作为 解 线性 微分 方程 的 简单 运 
通 函 数 ， 如 正弦 函数 、 指 数 函数 等 转化 成 复 变 


的 代数 运算 代替 。 于 是 ， 线 性 微 人 方程 人 了 
工程 上 研究 系统 的 常用 方法 之 一 。 Cog 

定义 设 函 数 /(0)， i ee -域内 收敛 ， 其 中 
5s=a+ 冯 为 复 变数 ， wii 定 的 函数 


区 ro (1-35) 
称 为 函数 /(D) Dam 记 为 和 从 

F(s)=LL/ 0) 
F(s) 称 为 70) 的 拉 普 拉 斯 变换 (或 象 函 数 ) ，/(1) 称 为 F(s) 的 象 原 函 数 。 由 象 函 数 (s) 求 象 
原 函数 7(D) 的 运算 称 为 拉 普 拉 斯 道 变换 ， 记 为 


7O=CIFOJI 
【 例 1-2] 求人 了 让 数 wl 下 ?< 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
解 : 按 式 (1-35)， 有 






。 运 用 拉 普 拉 斯 变换 ， 可 使 许多 普 
3 数 函 数 ， 微 积分 的 运算 能 由 在 复 平面 内 
变数 的 代数 方程 。 因此， 拉 普 拉 斯 变换 是 


F(s)=Lu()]= 站 eradi -1 


【 例 1-3】 求 指数 函数 f(1)= de ” 的 拉 普 拉 斯 变换 (其 中 4、a 为 常数 ) 
解 : 按 式 (1-35)， 有 


F(s)=L[ 1JO=| Ale™ .edt= 
式 中 ， 复 数 s 的 实 部 Re(s) > (-a) 。 


© 





at+s 
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实际 运算 时 ， 可 利用 现成 的 拉 普 拉 斯 变换 表 。 查 到 相应 函数 的 象 函数 ， 或 由 已 知 象 函数 















































查 象 原 函 数 。 工 程 上 常用 的 拉 普 拉 斯 变换 列 于 表 1-1。 
表 1-1 常用 的 拉 普 拉 斯 变换 
象 原 函 数 (1) 象 函数 FF(s) 
1 单位 脉冲 函数 5(D) 1 
2 单位 阶 跃 函 数 w(D) 
网 
， 总 
运 
4 er = 
s+a 
〖 四 
3 Sin or K 六 
6 COS CO 人 人 二 
S++ 
nl nl 
还 1" (n=1,2,.…) A a 
3 nl 
8 re n=b2D (人 pe 
1 NAN 厂 1 
Bi XS Dx (s+a)(s +b) 
10 A se Wi 5 
人 2 * (s+a)(s+b) 


1 


i 
有 Xs + ss +a)(s+b) 


12 er sin of / — 
(s+a) + 


Ela 





(s+a) + 
1 


SCs+a) 








CO 





3 二 253 二 


16 = =e sin(@, Vl- E11-¢), $=arctan WW 


Ey 3 
1 一 后 所 3 +260%,5s + On 














i 3 1 一 号 加 
es sin(onVI 一 e+ 内 ， 及 =arctan 2 n 


es 二 3S(092+2500s+OD) 
1.3.2” 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 


17 ls 











1) 线性 性 质 
车 a、a, 是 常数 ， 且 ZLf(D]=R(s)，Zf(D]= 瑟 (s) 则 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 5 


Tlafi(D+a f(D=ar(s)+ah(s) (1-36) 
即 函 数 线性 组 合 的 拉 普 拉 斯 变换 等 于 各 函数 拉 普 拉 斯 变换 的 线性 组 合 。 
2) 位 移 性 质 
车 LLf(]=F(s)， 在 t 域 位 移 ， 则 有 
Lf (1-b)]=e PFC) (1-37) 
在 s 域 位 移 ， 则 有 





Lle” f(D]=F(s-a) (1-38) 
式 中 ，a、 5 为 任意 正 数 。 式 (1-37) 和 式 (1-38) 表明， 时 间 函 数 延 迟 b 相当 于 它 的 象 函数 乘 以 
指数 因子 e”“”， 而 时 间 函 数 乘 以 指数 因子 e” 相当 于 其 象 函数 作 位 移 a 。 
3) 相似 性 


车 LL/(D]=F(s)， 当 象 原 函 数 (1) mma, 倍 成 为 /9 时 ， 则 有 
RS i 
4) 微分 性 质 NS 


车 L[f(D]=F(s)， 则 有 > 
小 oo (1-40) 


式 中 ，/(0) 为 :=0 时 的 的 值 。 
式 (1-40) 表 明 ,> 陆 数 求 导 后 的 拉 普 拉 斯 变换 * 等 于 该 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 乘 以 * ， 再 减 
人 全 7 取 ? 阶 导数 入 8 则 有 








N 
Lf "DN]=8"F(s)- Ds" /SK VO) (1-41) 


K=1 
式 中 ，/* (0) 是 f(t) 的 (K-l) 阶 导数 在 t=0 时 的 值 。 当 初 值 了 (0)= 六 (0) = "(0)=…= 
"0(0)=0 时 ， 式 (1-41) 可 写 为 





L[f "(1D)]=s"F(s) (1-42) 
式 (1-42) 可 以 使 了 () 的 微分 方程 转化 为 的 F(s) 代数 方程 。 因此 ， 它 对 线性 系统 的 分 析 有 重要 
作 























5) 积分 性 质 
着 TL/OI= FG)， 则 
d jou|=tre (1.43) 


此 性 质 表明 ,一 个 函数 积分 后 再 取 拉 普 拉 斯 变换 ,等 于 该 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 除 以 复 参数 s 。 
对 于 Fo 的 n 重 积分 则 有 





© 


式 
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| [ad brow seo (1-44) 
m 重 
6) 卷 积 定理 
函数 AD 和 g(t) 卷 积 的 拉 普 拉 斯 变换 有 
Z[F(D)*sg(D] = 中 [ f(g(t -7)d | =F(s)G(s) (1-45) 





中 ，F(s)=Z[f(D]，G(s)= Llg(D)]。 
7) 终 值 定理 
车 L[f(D=F(s), 且 当 tw 及 s 0 时 , 象 原 函 数 f(1) 各 党 也 数 F(s) 的 极限 各 自 存在 ， 





则 有 
lim/() =limsFl SS (1-46) 
式 (1-46) 表 明 ， 函 数 ,70D 在 :一 o 时 的 稳定 值 ， 通过 f(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 乘 以 * 取 8 一 0 
时 极限 值 而 得 到 。 > 
8) 初 值 定理 下 
车 ZL[f(1)]=F(s), 且 当 t Ne 象 原 函 关 和 象 函数 F(s) 的 极限 各 自 存在 ， 
则 有 小 本 
lim /() = es 0s) (1-47) 
即 函 数 AD 在 :一 ， 可 以 通过 和 
【 例 1-4】 Nai 面 定 解 问题 。 / 
Ou 20%u 
A x>0, 1>0 (1) 
uo=0 2 
ul =f00) G) 
解 : 记 


U(x, p)=L[u(x,t)]= be u(x,t)e ”dt 


FD)=UO= | fe 


将 方程 (1) 两 端 关于 1 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 有 





Bu] 2»,| Ou 中 zx 
UE 4 党 |-“ 二 Z[u(x:D]=a 二 U(x,p) 


由 微分 性 质 可 知 
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-一 = 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


A 
UE 
所 以 原 定 解 问题 化 为 
EU -BUD)=0 (9) 
再 将 条 件 (3) 西端 关于 1 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 到 
Up ,=F(p) (5) 
下 面 求解 问题 (4) 、(5) 
问题 (4) 的 特征 方程 为 六- 如 =0， ir 因此 ， -ul 


a 





yp, 


UPD)=Ce «+Ce Eo 
由 于 当 x 一 +o 时 ，x(xD 应当 有 界 ， 所 以 当 x 一 Pp) 也 应 当 有 界 。 取 p>0， 由 
有 界 性 知 C, =0 。 因 而 得 


a yp 
U ee 
再 由 条 件 (5) 可 得 C=F(p)， 所 b 


ET 
故 有 
XC ee A 


ye、 
* 中 通过 计算 有 


li “ | s0- 记 上 


-Le -et 二 
cle | 


erfe(y)= 


这 里 需要 计算 三 | 





这 是 由 于 














去 三 = 
取 k= 袜 即 有 上 面 的 结果 。 
当 ! 一 0 时 ，g() 一 0 ， 所 以 由 拉 普 拉 斯 变换 的 微分 性 质 ， 有 





@2 
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EN 
d| 笃 |- plls()]- 8(0)= pllg()]=e ° 








d 
即 
把 六 
rl 。 | -so- 三 Fe 401 
2awVxi 
故 有 
uCoD= Ee e (ndr 
C= 中 


1.3.3 ”微分 方程 的 拉 普 拉 斯 变换 解法 


运用 拉 普 拉 斯 变换 性 质 ， 并 结合 拉 普 拉 斯 变换 表 ， 5 求 取 线 性 系统 对 不 同 激励 
的 响应 。 它 包括 三 个 步骤 包 根 据 物理 定理 建立 描 ; 学 模型 ，@@ 对 每 个 方程 的 每 一 
项 ,包括 激励 函数 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 求 解 变换 后 得 到 系统 响应 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 ; 
a. 是 利用 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 微 ( 积 ) 分 方 


程 的 图 示 。 























入 图 1.12 拉 普 拉 斯 变换 解 微分 方程 图 示 
【 例 1-5】 试 解 方程 mx"(D)+Ax(D=5(00 ， 已 知 初始 条 件 为 x(O)=0,x(O)=0。 
解 : 取 方 程 两 边 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 考虑 到 拉 普 拉 斯 变换 性 质 1、4， 得 
mszX(s)+YCS)=1 
解 上 述 代 数 方程 ， 得 
11132 二 = 了 十 @ 


人 
a=,| 一 
m 


求 X(s) 的 象 原 函数 ， 查 表 常 用 拉 普 拉 斯 变换 表 ， 得 


x(t)= . sine 
VE Nm 


X(s)= 





式 中 
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1.4 ”传递 函数 及 机 械 阻抗 


1.4.1 传递 函数 的 概念 


系统 的 响应 决定 于 输入 函数 和 系统 本 身 所 固有 的 特性 .对 于 参数 不 变 的 线性 系统 (线性 定 
常 系统 ) ， 通 常用 传递 函数 来 描述 系统 的 输入 输出 关系 。 
设 有 一 线性 定常 系统 ， 它 的 微分 方程 为 


中 nl r-l 
Sp a ta a 



































+box (1-48) 


dr a ld 
式 中 ，a0,Gi…,4,,b0,b,…,b, 均 为 常数 ，n,7 为 正 整 数 ，n 过 Ad 4 函数 ，x 为 系 
统 的 输入 函数 。 


对 方程 两 边 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 当 初始 条 件 为 3 
(8 + a 1s" 十， 有 村 信 bs™ ++bs+bh,)X(s) 


或 简写 为 
i (1-49) 


式 中 
必 b,s” th S++ bo (1-50) 
X(s) a,s"+ “+as+ao 
称 为 系统 wets 当初 始 条 件 出 量 的 拉 普 拉 斯 变换 与 输入 量 的 拉 普 拉 斯 变 
了 


换 之 比 。 式 (1 由 传递 函数 表达 顷 本 身 因 有 的 特性 ， 而 与 输入 函数 及 系统 的 初始 
条 件 无 关 。 


1.4.2 ”传递 函数 的 计算 





1) 较 简 单 的 系统 

首先 需 写 出 系统 的 微分 方程 ， 假 设 全 部 初始 条 件 均等 于 零 后 ， 取 微分 方程 的 拉 普 拉 斯 变 
换 ， 然 后 求 出 Y(s) 与 X(s) 之 比 得 到 传递 函数 ， 这 种 方法 称 为 直接 计算 法 。 

【 例 1-6】 图 1.13 为 加 速度 计 的 原理 图 。 使 用 时 ， 外 壳 固 定 于 被 测 对 象 成 一 体 运动 。 试 
求 它 的 传递 函数 。 
解 : 设 x 为 外 壳 的 绝对 位 移 ， 是 系统 的 输入 ; ? 为 质量 块 m 相对 于 外 过 的 位 移 ， 是 系统 
的 输出 ， 弹 簧 刚度 为 上 E， 阻 尼 器 阻尼 系数 为 >” 。 根 据 力学 原理 ， 列 出 系统 的 微分 方程 为 












































2 2 
殉 一 于 十 六 一 十 如 = 一 天 一 二 (1-51) 
上 2 


式 (1-51) 说明 ， 质 量 块 的 位 移 与 外 壳 的 运动 参量 相 联 系 ， 这 就 是 加 速度 计 的 工作 原理 。 为 了 
求 得 它 的 传递 函数 ， 对 方程 两 边 进 行 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 假定 初 值 为 零 ， 则 有 


@2 
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ms’Y(s)+rsY(s)+kY(s)= —ms*X(s) 





加 速度 计 外 壳 





于 是 ， 加 速度 计 的 传递 函数 为 


gy 
W,(s)=20) - 


(1-52) 
X(s). rs+k 
如 果 把 外 壳 的 加 速度 计 作为 Ra 则 传递 


函数 为 _ 
CR ; -过 (1-53) 
式 中 省- 
A 








,Me 
NS 7 EL 晤 | 
2) 较 复 杂 的 系统 
可 以 首先 计算 各 基本 系统 的 传递 函数 ， 然 后 按 系 统 联接 方式 求 得 传递 函数 。 
各 种 联接 方式 的 总 传递 函数 的 计算 公式 如 下 。 
(1) 串联 
串联 系统 的 总 传递 函数 等 于 各 基本 系统 传递 函数 乘积 ， 即 
re)=TTra (1-54) 


i=l 

式 中 ， 友 (s)(i=1,2,…,n) 为 第 i 个 基本 系统 的 传递 函数 [图 1.14(a) ]。 
(2) 并 联 
并 联系 统 的 总 传递 函数 等 于 各 基本 系统 传递 函数 之 和 (或 差 )， 即 


W(s)= Ds) (1.55) 


1 

















式 中 ， 歼 (9)G=1L2,…,7 为 第 i 个 基本 系统 的 传递 函数 [图 1.14(b) ] 。 
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(3) 反馈 


如 果 系 统 中 存在 反馈 联接 [图 1.1 


式 中 ,“-” 对 应 正 反馈 ,\ 


次 


1 
Ws) 为 反 全 人道 数 ， 即 


其 中 ,，“+” 对 应 正 反馈 ，“” 
1.4.3 ”相似 系统 


1) 相似 系统 





as W 


(b) 并 联 


1.14 mA 
oo 


和 (1-56) 


Ne 1 于 有 而 (Cs 


Ws 
We hr 即 
这 
WR 
F 


X,(s) 


W(s)= ys) 





Xi(s)=X(s)+X,(s) 
”对 应 负 反 馈 。 


传递 函数 不 表明 系统 的 物理 性 质 ， 而 只 依赖 于 系统 的 数学 模型 。 两 个 不 同 的 物理 系统 ， 





只 要 它们 的 数学 模型 相同 ， 导 


P 么 这 两 个 系统 具有 相同 的 传递 函数 。 也 就 是 说 ， 不 同 的 物理 系 


统 可 以 得 到 相同 形式 的 数学 模型 。 我 们 把 具有 相同 数学 模型 的 各 种 物理 系统 称 为 相似 系统 ， 








将 作用 相同 的 变量 称 为 相似 3 
完全 不 同 的 物理 外 貌 。 





量 ， 简 称 为 相似 量 。 相 似 系统 的 概念 说 明 ， 相 似 系统 可 以 具有 











相似 系统 的 概念 在 了 





[ 程 








上 是 十 分 有 用 的 。 由 于 电路 网 络 理论 和 分 析 方 法 研究 得 比较 完善 ， 





© 
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而 且 电 系统 比 机 械 系 统 易于 建立 和 进行 试验 分 析 ， 因 此 经 常用 电 系 统 模拟 机 械 系统 进行 分 析 
研究 





图 1.15 (a) 所 示 机 械 系统 的 微分 方程 为 














dx dx 
ma Er +kx=F (1-57) 
图 1.15 (b) 所 示 电 系统 微分 方程 为 
dq, Rd 1 区 
LR ee (1-58) 


两 式 形式 完全 相同 ， 这 两 个 系统 是 相似 系统 ， 具 有 相同 的 传递 函数 。 在 这 对 相似 系统 中 ， 机 
械 系 统 的 输入 函数 力 F 相当 于 电 系 统 中 的 输入 电压 e， 所 以 是 力 - 电 压 相 似 系 统 ， 又 称 为 阻抗 
型 相似 系统 。 

















1 为 = i 


其 他 对 应 相似 保山 表 1-2。 奖 - 
也 可 以 把 六 和 巡 与 系统 建立 在 入 和 与 输入 电流 相似 系统 的 原理 上 ,如 图 116 所 示 ， 
该 图 上 机 械 系统 的 微分 方程 仍 如 式 (1-57) ， 而 电 系统 的 微分 方程 为 














(1-59) 
图 1.16， 力 -电流 相似 系统 
力 -电流 相似 系统 中 (又 称 导 纳 型 相似 系统 ) ， 对 应 相似 量 见 表 1-3。 
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表 1-2 力 -电压 相似 性 中 的 相似 量 表 1-3 力 - 电 流 相似 系统 中 相似 量 
机 械 系统 电 系 统 机 械 系统 电 系统 
力 F 电压 e 力 F | 电流 i 
质量 m 电感 L 质量 m | 电容 C 
阻尼 系数 电阻 R 阻尼 系数 ”| 电阻 的 倒数 1/R 
弹簧 刚度 人 电容 的 倒数 1/C 弹簧 刚度 上 | 电感 的 倒数 1/L 
位 移 * 电量 4 位 移 x | 磁 通 wy 
速度 w= 此 流 ;= 电 速度 Y= 些 = 
速度 x*= 地 电流 i= 地 速度 x 电压 e 











2) 应 用 举例 一 一 相似 系统 在 半 主 动 悬 架 仿真 中 的 应 用 

悬 架 是 指 车 架 (车 身 ) 与 车 桥 之 间 一 切 传 力 装置 的 总 称 。 它 的 定 要 作用 是 提高 汽车 的 安全 
性 de :) 和 平顺 性 (乘坐 舒适 性 ) ， 减 少 动 载荷 引起 的 零 乌 件 和 货物 损坏 。 根 据 巧 架 系 
的 不 同 ， 汽 车 悬 架 可 半 主 动感 如 从 主 动 悬 架 三 种 。 
四 县 如 主 要 由 弹性 元 件 、 胃 尼 元件 和 学 癌 Ef ， 借 助 弹性 元 件 和 阻尼 元 件 缓和 和 
T WA 生 的 振动 。 kK 动 特性 是 固定 不 变 的 ， 不 能 同时 满足 
3 被 9 结构 中 植 入 了 驱动 力 可 控 的 调 
从 驱动 力 进行 实时 调 节 ， 达 到 最 优 的 减 振 效果 。 


















































性 染 

节 机 构 ， 能 根 有 汽车 
由 被 动 簧 和 可 调节 阻尼 减 振 器 月 让 半 主 动 悬 架 系统 ， 结 构 简单 ， 制 造 方便 ， 几 乎 不 需 
要 向 系统 提供 附加 能 量 ， ey 向 质 上 又 接近 征 ei 特别 是 电 、 磁 流 变 减 振 器 的 


出 现 ， 加 快 了 半 E 动 如 和 
(1) 可 调 阻尼 减 振 器 Se 
Wo 漆 外 加 电场 或 者 多 改变 ,其 流 变 特性 会 发 生变 化 的 功能 材料 。 








通过 对 多 er 做 场 强 弱 的 控制 ， 可 在 毫秒 级 的 时 间 内 改变 液体 的 流 变 力 学 特性 ， 使 其 
由 液态 变 为 半 固 念 。 可 调 阻 尼 减 振 器 正 是 利用 电 、 磁 流 变 液 的 这 一 特性 而 工作 的 。 

图 1.17 所 示 为 典型 的 可 调 阻尼 减 振 器 ,采用 活塞 与 缸 体 的 结构 形式 ， 其 工作 原理 可 以 描 
述 为 ， 当 活塞 与 拭 体 产 生 相 对 运动 时 就 会 挤 压 缸 体 中 活塞 某 一 侧 的 流体 ， 使 其 通过 缝隙 流向 
全 体 活塞 的 另 一 侧 。 当 在 活塞 与 缸 体 之 间 缝隙 的 两 侧 加 上 电场 或 者 磁场 之 后 ， 由 于 缝 除 中 液 
体 的 “固化 ” 流体 通过 时 必然 使 缝隙 中 “固化 ”的 液体 产生 粘 塑性 流动 ， 即 活塞 两 端的 压力 
差 必须 克 服 “ 固 化 ”液体 的 屈服 剪 应 力 ， 从 而 使 活塞 与 缸 体 相 对 运动 的 阻尼 力 增加 ， 这 样 ， 
通过 调节 电场 或 者 磁场 强度 就 可 实现 阻尼 器 的 阻尼 力 可 调 的 目的 。 

可 调 阻 尼 减 振 器 可 等 效 为 一 个 黏 滞 元 件 和 一 个 库仑 元 件 相 并联 ， 如 图 1.18 所 示 ， 其 力 与 
速度 的 关系 为 




















万 = Psgn[xw(D)]+cou( (1-60) 
式 中 , jp 可 调 阻 尼 减 振 器 的 力 ; 
u( 四 一 一 可 调 阻 尼 减 振 器 的 速度 ; 
0 一 一 电 、 磁 流 变 体 的 粘 滞 阻尼 系数 ; 
Pp, 一 一 库伦 元 件 的 驱动 力 ， 它 随 着 所 加 电场 或 磁场 的 大 小 而 变化 ; 
sgn 一 一 符号 函数 。 
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究 。1/4 ; 


以 不 能 用 来 研 ? 
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电 、 磁 流 变 液 。 线 问 活塞 
图 1.17 典型 可 调 阻 尼 减 振 器 
振动 基本 上 是 独立 的 ， 所 以 我 们 可 以 把 前 后 悬 架 分 开 来 独立 研 
县 架 术 的 模型 (图 1.19 




















i 


i 沛 元 件 和 一 个 库仑 元 件 相 


1 


图 1.19 可 调 


可 调 阻 尼 减 振 器 可 等 效 为 一 个 粘 
架 模型 的 微分 方程 为 


| 


mm 一 一 县 四 、 非 基 置 质量 ; 
大 一 一 悬挂 刚度 、 负 重 轮 等 效 刚度 ; 
线性 籍 性 阻尼 系 


MZ2 = KZ -Zi)+c(Z -2Z)+F(V) 


式 中 ，M 、 
k、 














器 作用 的 1/4 悬 架 模型 


mZ, =k(Z, —2)—c(Z, —2Z)+h(y—2,)— 


; 的 ) ， 由 于 模型 中 只 有 一 个 车 轮 ， 所 
* 制 ， 但 是 它 基本 反映 了 汽车 悬 架 由 敌 身 振动 加 速度 、 悬 架 动 挠 








并 联 的 模型 ， 因 此 1/4 车 辆 县 


(1-61) 
天 (四 

















为 Fi <F(V)<F; 








C 了 
Zi 、Z2 一 一 基 兽 、 非 巧 痪 质量 块 位 移 ; 
F(V) 可 调 阻 尼 减 振 器 的 可 调 阻尼 力 ， 其 调节 范围 
一 一 路 面 不 平 度 输 入。 





半 主 动 悬 架 系统 性 能 仿真 
主动 悬 架 系统 的 微分 方程 (1-61) 进行 变换 ， 可 得 
也 +cZ -ceZ, +kZ -kzZ,=F(V) 





对 





(1-62) 


”© 


m2Z, +cZ,—cZ —kZ +(k+h)Z, =ky- Fr) 


车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 Eo 
分 析 方程 (1-62) 可 以 得 出 半 主 动 悬 架 系 统 的 相似 电路 



































图 ， 如 图 1.20 所 示 。 图 中 = far， = [Pd 。 
二 cl 图 1.20 所 示 电 路 图 对 应 的 微分 方程 为 
R 3 d 1, 二 让 ee 
+)E, 上 2 一 全 一 一 看 a 在 直 让 dt—-Ri+Ri,=E,-—E, 
© dt G [ SG [ 全 
+ di 1 i a 
Os nto ja Jart Ri -Ri =& 
a 式 中 ， 一 通过 电感 的 电流 : 
图 1.20 半 主 动 悬 架 的 等 效 电路 通过 电感 的 电流 。 
对 式 (1-63) 进行 变换 ， 可 得 
站 
d a a dr dr 
a | Rt (1-64) 
二 2 |+E,— 
. 名 一) CC 外 dt j]* 总 


“二 2 和 A 
由 此 可 以 看 出 ,方程 (1-64) 和 方程 1 和 tx. 在 相似 系统 中 ， 机 械 系统 和 电路 系 
统 的 对 应 相似 关系 见 表 1-4。 

4 入 本 例 中 力 - 电 系 统 dR 


机 械 系 < " 电 系统 
ky (路 面条 EE, (输入 电压 信号 
F(V) ( 阻 展品 几 昌 尼 力 ) RY i (反馈 电压 信号 ) 
\2( (千言 位 移 ) 信 、 VW 与 CI 两 端 电压 成 正比 的 量 ) 
3 (轮胎 位 移 ) 万 (与 C, 两 端 电压 成 正比 的 量 


R (电阻 ) 
1/C;(C, 电容 的 倒数 ) 
1/G(G 电容 的 倒数 ) 

五 (五 的 
L，(ZL 的 电感 ) 


C ( 减 振 器 粘 洁 阻 尼 力 ) 
大 (负重 轮 等 效 刚度 ) 
大 (悬挂 刚度 ) 
M ( 悬 置 质量 ) 
m ( 非 悬 置 质量 ) 
分 析 相 似 电路 的 性 能 ， 即 可 得 到 实际 半 主 动 悬 架 系统 的 性 能 。 
以 一 微型 乘 用 车 作为 研究 对 象 ， 所 研究 的 实际 车 辆 巧 架 系统 的 参数 如 下 。 
表 1-5 实际 车 辆 悬 架 系统 参数 























名 称 数值 
悬 置 质量 245kg 
非 悬 置 质量 25kg 
蕊 挂 刚度 9580N/m 
悬挂 阻尼 系数 760Ns/m 
85300N/m 








负重 轮 等 效 刚度 
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本 例 中 仅 对 表征 汽车 平顺 性 的 车 身 加 速度 作为 研究 对 象 ， 以 白 噪声 作为 路 面 输 入 ， 即 相 
似 电路 中 输入。 得 到 参数 万 ， 根 据 相 似 理论 ， 参 数 玉 可 以 反映 实际 车 身 在 白 噪声 路 面 输入 
下 的 位 移 ， 对 乒 进 行 变换 即 可 得 到 车 身 加 速度 。 

被 动 悬 架 和 半 主 动 悬 架 的 车 身 加 速度 的 时 域 响应 曲线 如 图 1.21 和 图 1.22 所 示 。 由 分 析 结 
果 可 以 看 出 ， 作 为 车 辆 平顺 性 和 乘坐 舒适 性 重要 指标 的 车 身 加 速度 值 ， 在 半 主 动 悬 架 中 比 在 
被 动 悬 架 中 有 很 大 程度 的 下 降 。 







































































2.5[ 
2.0 
15 


1 | 
os 
or | KD 
-05 A | 
-Lo A- | 
| 人 
于 让 
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图 1.22 半 主 动 悬 架 的 车 身 加 速度 图 


1.4.4 ”机 械 阻抗 的 基本 概念 
利用 机 - 电 相 似 系统 , 可 以 把 机 械 系 统 画 成 一 个 机 械 网 络 , 然后 运用 电学 定律 改造 成 的 力 
学 定律 ( 即 把 电学 定律 中 的 电 参 量 用 力 - 电 对 比 中 的 相似 量 代 之 ) ， 对 机 械 网 络 进行 系统 分 析 ， 
这 就 是 用 来 分 析 机 械 系统 振动 问题 的 机 械 阻 抗 法 。 

完 浆 

机 械 系 统 中 ， 某 点 的 激励 力 F 和 该 点 与 力 运动 响应 量 的 复数 比 称 为 机 械 阻抗 。 如 果 激励 
力 FF 和 运动 响应 量 不 在 同一 点 或 不 是 同一 方向 ， 则 称 为 传递 阻抗 。 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 di 
机 械 (或 传递 ) 阻 抗 的 倒数 称 为 机 械 ( 或 传递 ) 导 纳 。 阻 抗 与 导 纳 都 是 激励 频率 的 函数 。 
系统 的 运动 响应 量 有 位 移 x 、 速 度 尺 和 加 速度 4 三 种 形式 。 与 此 相应 ， 机 械 阻抗 也 有 三 
种 表达 形式 ， 分 别 为 
位 移 阻抗 Z2, =F/x， 位 移 导 纳 Mj=x/F ; 
速度 阻抗 Z =F/V ， 速 度 导 纳 M, =V/F; 
加 速度 阻抗 Z, = / 4， 加 速度 导 纳 M ,= 4/F 。 
2) 物理 意义 
由 定义 知 ， 机 械 阻 抗 或 导 纳 是 用 激励 力 与 其 所 产生 的 系统 稳 态 响应 之 间 的 关系 来 综合 描 
述 机 械 系统 的 动态 特征 。 当 激励 力 一 定时 ， 系 统 的 机 械 阻 抗 越 大 (或 导 纳 越 小 ) ， 其 运动 响应 
量 越 小 ， 反 之 亦 然 。 
各 种 形式 的 机 械 阻 抗 和 导 纳 都 有 一 定 的 量 纲 。 位 移 阻抗 、 攻 移 导 纳 分 别 与 刚度 、 柔 度 的 
量 纲 相 同 ， 因 此 ， en te 和 动 柔 度 。 同 理 ， 加 速度 




















绅 抗 和 加 速度 导 纳 分 别称 为 视 在 质量 和 机 械 惯 性 。 在 过 些 套 很 严格 的 场合 下 所 说 的 机 械 阻抗 ， 





习惯 上 是 指 速度 阻抗 ( 导 纳 ) 。 

系统 分 析 时 ， 所 二 例如 ， 当 分 析 机 构 抗 振 能 

对， 常用 动 刚度 或 动 季 度 作为 指标 ; 4 动 对 人 体感 受 影响 时 ， 常 用 速度 阻抗 或 导 纳 作 
前 标 ， 分 析 振 动 引 起 的 疲劳 损伤 时 速度 阻抗 ( 导 纳 ) 作 为 指标 。 此 外 ， 位 移 阻抗 和 
位 移 导 纳 用 于 理论 分 析 较 方便 ， 加 昌 ie 
1.4.5 简单 系统 的 机 术 阻抗 Wt 

1) 基本 元 件 的 机 械 阳 搞 

任何 机 械 Ee 刚度 和 质量 三 个 参数 。 现 分 析 这 三 个 基 
本 元 件 单独 存在 时 的 速度 阻抗 。 

(1) 阻尼 器 

图 1.23 为 阻尼 器 简 图 。 设 阻尼 系数 为 x ， 两 端的 简 谐 力 用 复数 
表示 为 万 =- 已 = 瓦 e”( 五 是 激 力 幅 值 ，@w 为 圆 频 率 ) ， 相 对 速度 
V=VW 一 V。 由 力 平衡 得 














迷 过 









































R=he™ =rV 
则 
j 
Vv 人 =Wel” 
1.23 ”阻尼 器 元 件 简 图 。 式 中 
丰 = 委 
本 
故 阻 尼 器 速度 阻抗 
jn 
pe 人 全 Ey (1-65) 
08 
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一 一 线性 系统 分 析 基 础 第 1 章 | 
(2) 弹 得 
设 弹簧 刚度 为 上 ， 相 对 位 移 为 x=x 一 x (图 1.24) ， 由 受 力 平衡 得 


R=-h=ke 
We = 
天 大 
式 中 
-五 
加 三 大 
x 对 时 间 求 导 得 
V=joxoe'” 
于 是 弹簧 的 速度 阻抗 


过 = 下 Re” 


“Vy jowe'™ 





= 伶 (1-66) 
RN 
(3) 刚体 质量 全 
图 1.25 所 示 质 量 元 件 严 在 外 力 五 = Fie, 蕉 裔 不 产生 加 速度 为 7 ， 并 约定 :刚体 质量 
在 力 - 电 流 相 似 系统 中 ， 其 一 端 受 激 


NS ， 另 一 端 是 惯性 基点 [图 1.25(b)]， 由 牛顿 定 
律 知 XS 
> dx F hh 澈 站 
-5 
Re 
三 = 一 t= © 
Na-- 
| SS 全 / a 
二 是 ， 刚 体质 合 兴 你 度 阻抗 为 








(1-67) 











图 








| (b) 
1.24 ” 弹 筑 元 件 简 


1.25 ”质量 元 件 简 图 


2) 简单 并 联系 统 
图 1.26 (a) 为 单 自 














度 线性 振动 系统 。 激 振 力 五 = 瓦 ei”。 注 意 到 : 三 元 件 有 一 个 速度 相 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 








同 的 共同 端 ， 阻 尼 器 和 弹簧 的 另 一 端 接 地 ， 而 质量 男 一 端 作为 惯性 基点 也 需 接 地 。 因 而 图 示 
系统 可 画 成 图 1.26 (b) 所 示 的 并 联系 统 。 由 力 平衡 条 件 得 
F=F+F+F,=Z.V +ZV +Z nV 
式 中 ， 厂 、A、 忆 ,一 一 阻尼 力 、 弹 簧 力 和 惯性 力 ; 
一 一 共同 端 速度 。 
分 别 将 式 (1-65) 一 式 (1-67) 代入 上 式 ， 得 并 联系 统 的 总 速度 阻抗 为 


Zvi = + 2 + Zom = io (1-68) 

















式 (1-68) 中 各 物理 量 参照 力 - 电 相似 系统 的 对 应 相似 量 ， 可 发 现 Zi 与 电 系统 的 阻抗 函数 相似 。 
式 (1-68) 说 明 ， ee 即 
(1-69) 








ZA= 2 SN 


1 
同 理 可 以 证 明 ， 串 联系 统 的 总 速度 导 纳 为 A- 


(1-70) 





1.26 简单 系统 并 联 简 图 


3) 复杂 系统 

求解 一 个 复杂 系统 的 机 械 阻 抗 , 一 般 需 经 历 两 个 步骤 : 首先 把 机 械 系统 改 画 成 机 械 网 络 ; 
然后 根据 力 - 电 相似 量 运用 电学 定律 解 此 机 械 网 络 。 
工程 上 ， 复 杂 系 统 的 机 械 阻 抗 可 用 试验 法 获得 。 试 验 时 ， 通 过 测定 脉冲 输入 或 正弦 函数 
输入 下 的 系统 响应 ， 来 求 取 机 械 阻 抗 ( 见 1.5 节 ) 。 
1.4.6 ”机 械 阻抗 与 传递 函数 的 关系 

现 以 图 1.26(a) 所 示 的 单 自由 度 振动 系统 为 例 ， 说 明 两 者 的 关系 。 设 该 系统 在 激励 力 
五 = Fe” 作用 下 ， 质 量 块 的 位 移 为 x， 其 运动 方程 为 


a + FE k=Fe”™ 
dr dd 
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令 1=0 时 ，x=0， 全 =0， 于 是 运用 拉 普 拉 斯 变换 ， 解 得 系统 输出 为 速度 时 的 传递 函数 ( 


为 输入 为 jw 的 函数 ， 故 传递 函数 也 是 jw 的 函数 ) 为 

VOo) _ 1 

Rljo) il- 
四 


式 (1-71) 与 式 (1-68) 可 得 ， 传 递 函数 与 速度 阻抗 互 为 倒数 ， 或 者 按 导 纳 的 定义 ， 传 递 函 数 
与 机 械 导 纳 具有 相同 的 数学 形式 。 因 此 ， 机 械 阻 抗 或 机 械 导 纳 可 看 成 是 用 复 函 数 形式 表示 
传递 函数 。 例 如 ， 速 度 阻 抗 就 是 以 速度 为 输入 、 力 为 输出 时 的 传递 函数 ， 速 度 导 纳 就 是 以 力 
为 输入 、 速 度 为 输出 时 的 传递 函数 ，…… ， 依 此 类 推 。 由 此 可 见 ， 机 械 阻抗 (或 导 纳 ) 是 传递 
函数 的 特殊 形式 一 一 用 力 及 其 运动 响应 量 ( 位 移 、 速 度 、 加 速度 ) 来 描述 机 械 系统 的 固有 特性 。 


1.5 petro 


系统 的 传递 函数 除 用 理论 分 析 法 求 取 外 wa 后 者 是 工程 上 研究 复杂 
系统 的 重要 手段 。 信 、 
试验 法 是 通过 测 取 某 Hh Roe 来 求 得 传递 函数 。 工 程 上 最 常见 
Ante x 
4 





四 




















W,(jw®)= (1-71) 
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1.5.1 脉冲 响应 函数 
若 系统 的 输入 是 时 位 脉冲 函数 5(0D) ， fs 其 拉 普 拉 斯 变换 为 


一 


1/ XI5Ol-1 
代入 式 (1-49) 这 


Y(s)=W(s) (1-72) 
可 见 ， 系 统 的 传递 函数 等 于 单位 脉冲 输入 时 系统 响应 的 拉 普 拉 斯 变换 。 这 时 ， 只 要 测定 系统 
的 响应 , 就 可 获得 系统 动态 特性 的 全 部 信息 。 通 常 把 单位 脉冲 输入 下 的 响应 , 即 传递 函数 Wy(s) 
的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 称 为 系统 的 脉冲 响应 函数 或 权 函 数 ， 记 为 h(t) ， 即 
AD0= 三 [PC)] (1-73) 
脉冲 响应 函数 是 系统 特性 在 时 域 上 的 描述 。 
1.5.2 ”任意 函数 输入 下 的 系统 响应 
如 果 系 统 受 任意 函数 x(D) (在 t= 处 连续 ) 激 励 ， 有 
Y(s)=X(s)W(s) 


对 上 式 取 拉 普 拉 斯 逆 变 换 ， 并 运用 拉 普 拉 斯 变换 的 卷 积 定理 ， 考 虑 到 式 (1-73) ， 得 到 系统 的 
输出 为 


#0 


革 


车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


p(t)=L"[X(S)W(s)]=x()*h(D) 
= | on- tT)dr 





从 上 式 可 以 得 出 ， 系 统 在 上 时刻 的 响应 ， 与 输入 函数 x(D) 从 0 一 + 连续 作用 有 关 。 从 物理 上 的 
现实 可 能 性 考虑 ， 当 rt<0 时 , 令 x(r)=0; 当 !-r<0 时 ， 系 统 无 响应 ， 故 Mt-z)=0 。 于 是 ， 
可 把 上 述 积分 限 延 伸 为 -om ~ +oo ， 而 不 改变 积分 值 ， 则 上 式 可 改写 为 











2O= 三 xm-ndr (74) 


或 者 按 卷 积 的 交换 律 ， 写 为 


2?O= 全 AnxC-ndr (1-74)， 


两 种 形式 完全 等 价 。 
式 (1-74) 及 式 (1-74) 表明 ， co 等 于 系统 的 脉冲 响应 函数 与 


输入 函数 的 卷 积 。 
【 例 1-7】 已 知 系统 的 输入 函数 为 x(1) = A i 脉冲 响应 函数 为 h(1)， 试 求 其 输出 函 


数 y(t) 。 
解 ， 由 式 (1-74) 得 
v0)=| sr Xo Si th(t—T)dr 
令 1=1-T,dr=-df'， 当 r {+t%0; 和 ，1 二 -wo 代入 上 式 ， 得 


叉 令 


代入 上 


式 中 





A ve sin 1 A 
Ne = 各 I 前 [sin 兴 维 2nft' — cos2nfisin2nft']h(t") dt 





4( 门 = 三 cos2T11j(1)d1 
5 (1-75) 

B(f)= [ “sin 2 h(t dt 

- 式 ， 则 
py(D)=x0A(f)sin2nf — xoB(f ) cos2n te 
=xG(f)sin(2nft — 9) a 
G(/)=YNA (1) +B (7) 

B(/) (1-77) 


p=9(f)= oan Ty 

















由 式 (1-76) 知 ， 线 性 系统 在 正弦 函数 输入 下 ， 其 输出 仍 为 同 频率 的 正弦 函数 ， 但 振幅 增 


大 G(CP) 倍 ， 相 位 错 动 p(L7) 角 。 这 一 特点 常 称 为 线性 系统 的 频率 保存 性 。 
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1.5.3 ”频率 响应 函数 
例 1.7 中 ， 如 果 以 x() = mePw 作为 系统 的 输入 ， 则 其 响应 为 





y(1)= 三 me h(t -rdr 
=XG(f) cos(2nft -9)+ jwG(f)sin(2nft — 9) (1-78) 
=xG(f eo 


其 中 G( 有 ) 及 g 见 式 (1-77) 及 式 (1-75)。 
若 以 x(t) 和 y(t) 的 各 阶 导数 


(0O= epPwy(O=GUJeiewr 
和 dy of 
(2 ye A 


a 
dr 











§ = 2 men", = (ny er 
3 2 





Ss 六 去 本 j(2m1j-O) 
= (jo) a G2) GO) 
代入 式 (1-48) ， 整 理 后 并 记 AGG)e-?， 则 


HO = GRE ao- 全 (1.79) 
(jz + am) t+ a (j2n ) + a 





Rt, 0 ， 不 难 发 现 ， 0) 右 端的 * 换 成 纯 虚 数 (j2xj) 即 得 式 (1-79) 。 
因此 ， 五 (了 ) 可 答 成 是 一 个 与 频率 /有关 的 传递 函数 。 通常 把 有 H(/) 称 为 系统 的 频率 响应 函数 
或 频率 特性 ， 并 写成 复数 形式 

H(A =IH(fe™® (H(A)=6(7) (1-80) 
车 以 式 (1-77) 及 式 (1-75) 代入 式 (1-80) ， 得 

ED=4D-js0D= | he ar (1-81) 











式 中 ，h(t) 是 系统 的 脉冲 响应 函数 。 由 傅 里 叶 变换 的 定义 知 ， 频 率 响应 函数 及 ( 了 ) 与 脉冲 响 
应 函数 Ab 构成 一 对 伟 里 叶 变换 对 。 前 者 在 频 域 上 描述 系统 特性 ， 后 者 在 时 域 上 描述 系统 的 
特性 。 
运用 及 (/) 与 h(t) 的 傅 里 叶 变换 关系 ， 可 以 把 系统 对 任意 函数 的 响应 转 入 频 域 表示 。 为 
对 式 (1-74) 运用 傅 里 叶 变换 卷 积 定理 ， 得 

了 ( 门 =X(C 门 EC (1-82) 














此 ， 


[a3 





式 中 ,，Y( 有 ) 守 yD),， X(N) SO x). 
实践 中 ， 对 式 (1-74) 进行 卷 积 运算 往往 比较 困难 ， 但 运用 式 (1-82) 可 以 简便 地 获得 任意 输入 


下 系统 的 响应 。 
sO 

















2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 





【 例 1-8】 试 求 图 1.27 所 示 单 自由 度 振动 系统 的 频率 响应 函数 。 图 中 激 力 
质量 块 的 输出 为 位 移 y(1) ， 初 始 条 件 为 零 。 
解 : 根据 力学 平衡 原理 ， 得 系统 的 微分 方程 为 


d d 2 
m D4r 人 T+ =Xe™ 
d dd 




















ji 


(De 














利用 式 (1-79) 得 











x(f)= ER ， 














HO)= = lL 
1.27 自由 度 振动 系统 om(j2nf) +r(j2nf) +k K+jQnf)r 2) m 
a 自然 频率 -LE 而 率 比 14 = ， 则 得 
车 令 阻 尼 比 & i 无 阻尼 自然 频率 刀 py 频率 比 4= f/f,， 则 得 
i 从 
HN < (1-83) 
它 的 模 和 相 角 分 别 为 将 - 
wap (84) 
一 和) +(264) 
rn| 2 a (1-85) 
i= 论 二 、 
1.5.4 momen Wt 
由 前 文 可 知 ， 应 函数 是 一 个 复 新 s， 窟 狼 实 部 
XX I A( 和 和 fleosp (1-86) 
称 为 实 频 特 性 ， 气 的 虚 部 
B(/)=|H(/)lsing (1-87) 
称 为 虚 频 特性 。 式 中 | 有 (7)=G(f) 和 gp 分 别 表示 输入 输出 之 间 振 幅 和 相位 变化 的 程度 ， 它 们 
都 是 频率 了 的 函数 。 所 以 常 把 |4( 有 或 G(7) 称 为 系统 的 幅 频 特性 , 又 称 为 增益 因子 , 把 gp( 了 ) 


称 为 系统 的 相 频 特 性 ， 又 称 相位 因子 。 


























频率 响应 函数 可 以 用 多 种 不 同形 式 的 曲线 表示 。 常 用 的 为 奈 奎 斯 特 (Nyquist) 图 和 伯 德 























(Bode) 图 。 
1) 奈奈 斯 特 图 

















奈奈 斯 特 图 是 把 式 (1-80) 和 式 (1-81) 所 表示 的 频率 特性 在 复 平面 上 表示 出 来 ， 如 图 1.28 























值 ， 可 用 一 矢量 0p 表示 ， 使 0p 的 长 度 4 等 于 H(f/) 的 模 |H(f=G(f)，0p 
9( 丰 ) 等 于 五 (1) 的 相位 角 。 /从 寒 开始 按 箭头 方向 逐渐 增 大 至 w 时 ， 矢 量 0p 





























上 横 轴 表 示 有 (了) 的 实 部 ， 纵 轴 表 示 万 (7 的 虚 部 。 对 应 于 每 一 特定 频率 /的 及 (所 ) 





与 实 轴 的 夹 角 
的 端点 己 所 描 

































































述 的 曲线 就 是 及 (7)=|H(A)e ”特性 曲线 。 所 以 ， 在 奈 奎 斯 特 图 上 ， 条 
应 函数 的 幅 值 和 相 频 的 信息 ， 又 称 为 幅 相 特性 曲线 或 极 坐标 图 。 
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线 表 示 频 率 响 
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Re[HCI-A(S) 


Re _ Im[HCIB(N) 


图 1.28 奈 奎 斯 特 图 


2) 伯 德 图 

也 可 以 用 幅 值 -频率 、 相 角 - 频 率 图 分 别 表 示 五 (7) 的 相 频 特性 ， 如 图 1.29 所 
示 。 这 两 张 图 的 横 轴 都 是 频率 ， 但 按 频 率 的 对 数 分 度 a 数 频率 特 
性 图 。 在 对 数 幅 频 图 上 [图 1.29 (a) ]， 纵 轴 表示 20 人 由 dB) ， 并 采用 
均匀 分 度 ; 横 轴 按 对 数 lg 了 分 度 ， 但 仍 标 以 原 对 数 相 频 图 [图 1.29 (b) ] 的 横 和 和 幅 频 
图 相同 ， 而 纵 轴 表示 相位 角 ， 以 度 ( 或 的 均匀 分 度 。 因 此 ， 两 图 实际 上 画 在 半 对 
数 坐 标 纸 上 。 


























en F。 
0) a 值 相 加 减 ， Wi 


绘图 方便 ， 对 数 图 上 的 图 人 
ga 4 情况 下 ， F 昌 数 比 线性 刻度 更 易于 表达 特性 变化 规律 。 


Ndec NH dB 




















图 1.29 伯 德 图 


1. 工程 中 线性 系统 的 基本 特点 是 什么 ? 
2. 解决 线性 系统 问题 的 一 般 方法 是 什么 ? 
3. 分 析 传递 函数 及 机 械 阻 抗 的 关系 ? 

4. 脉冲 响 应 函数 和 频率 响应 函数 的 作用 ? 
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-一 = 


第 2 章 


相似 理论 


hh RPR 


的 求解 方法 、 相 似 准则 形式 的 畦 人 尺 及 设计 模型 的 准则 ; 了 解 相似 
理论 的 工程 应 用 。 % 
[i 2 
做 -有 人 效 - 
J 
知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 权重 
相似 理论 掌握 相似 理论 的 基本 内 容 相似 概念 、 相 似 三 定理 20% 
相似 准则 掌握 相似 准则 的 求法 方程 分 析 法 、 因 次 分 析 法 40% 
相似 准则 形式 和 模 | ， 掌 担 相 似 准 划 形式 的 转换 和 模型 试 | 。 探 过 要 似 闪 风 的 用 的 全 发 | 10 
型 试验 数据 验 数据 的 处 理 的 原则 和 方法 We " 





准则 关系 式 组 成 形式 的 转换 
模型 设计 的 基本 条 件 、 近似 模 
型 和 时 变 模 型 理论 
汽车 模拟 风 洞 试验 、 轮胎 亩 引 
性 能 研究 等 





模型 准则 和 近似 | 掌握 模型 准则 和 近似 模型 的 设计 
模型 方法 


相似 理论 的 应 用 了 解 相似 理论 的 应 用 实例 


10% 





20% 











2.1 概 


人 们 研究 自然 现象 的 方法 ， 概 括 起 来 有 两 种 : 


论 分 析 方 法 以 数学 为 主要 了 
的 微分 方程 式 并 给 出 其 
系 式 。 
本 无 法 求解 。 于 是 人 1 
大 的 局 限 性 。 例如， 上 
建造 出 来 的 机 器 设备 ， 有 时 由 于 条 件 的 

大 约 百年 前 ， 人 们 开始 酝酿 一 种 探 
验 研究 方法 。 至 今 ， 它 已 成 为 广 为 应 用 

所 谓 模型 试验 研究 方法 ， 就 是 用 方 
相似 理论 建立 起 来 的 模型 中 重演 或 预演 
则 之 间 的 关系 式 ， 再 将 此 关系 式 推广 到 机 





[ 具 。 











试验 所 得 的 结论 上 














胜 











规律 性 的 一 种 研究 方法 。 简 言 之 ， 这 是 : 
研究 方法 。 近 几 十 年 来 ， 这 种 方法 在 履带 式 车 辆 工业 
年 辆 


了 目 壤 相互 作用 关系 的 研究 等 。 


进行 汽车 空气 动力 学 以 及 汽车 
相似 理论 就 是 模型 试验 


RT 
RS 


2.2.1 ”物理 现象 的 数学 描述 





法 的 


2.2 


但 自然 界 的 现象 往往 是 错综复杂 的 ， 有 很 多 实际 
不 得 不 靠 直接 试验 的 方法 来 探求 复杂 现象 的 规律 性 。 但 直接 试验 法 有 很 
条 件 完全 相 同 的 现象 ， 对 于 那些 尚未 


述 


边界 条 件 和 初始 条 件 ， 然 后 解 微分 方程 求 得 表 生 
问题 单 靠 数学 了 


只 能 适用 于 与 试验 
家 自生 的 手法 
索 1 


之 
程 分 析 法 或 国 
被 研究 的 
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一 种 是 理论 分 析 法 ， 另 一 种 是 试验 方法 。 理 
例如 ， 对 某 一 个 物理 现象 抽出 其 某 一 个 微 元 进行 分 析 ， 写 出 它 


E 现 象 的 各 参量 之 间 的 关 
[有 具 尚 不 能 全 部 解决 或 根 














也 难以 应 用 此 方法 。 
日 似 理论 为 根据 的 模型 试 








上 





J 


i 法 导出 诸如 相似 准则 ， 并 在 根据 
[ 作 过 程 ， 通 过 试验 求 出 相似 准 


型 ) ， 从 而 得 到 机 器 设备 的 工作 


人 
相似 于 原型 的 模型 来 探求 原型 工作 规律 性 的 


辆 的 行走 机 相 


Tn 
坊间 论 


/ 





应 用 已 越 来 越 多 。 例 如 ， 用 来 


一 般 来 说 ， 每 一 类 物理 现象 均 可 根据 自然 规律 (例如 物理 定律 ) ， 并 依靠 数学 工具 ， 把 表 












































征 现 象 的 各 个 参量 的 依赖 关系 用 一 个 或 一 组 方程 式 (以 后 简称 现象 的 关系 方程 式 ) 表示 出 来 ， 
这 即 是 用 数学 形式 对 物理 现象 的 一 种 描述 。 
例如 ， 对 黏 性 不 可 压缩 流体 的 稳定 等 温 运动 现象 ， 可 由 下 述 式 (2-1) 一 式 (2-4) 四 个 方程 
式 所 组 成 的 方程 组 来 描述 。 
根据 质量 守恒 定律 可 导出 连续 性 方程 式 
0 本 #0 (2-1) 
Ox 6 好 
式 中 ，v,.、v,、v, 一 一 在 直角 坐标 系 的 x、y、z 轴 上 的 速度 分 量 。 
根据 牛顿 第 二 定律 可 导出 如 下 运动 方程 式 : 
对 x 轴 
Bo Bo Ov ee 1%m, 区 加 4 :于 | Qa) 
ax ”0 & par Aba Oy zz 
39 
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ee 
对 y 轴 
0 a Ov, a Ov, Ov, Ov, 
内 2 和 sR a (2-3) 
ax op 6 po pl Ox Oy Oz 
对 z 轴 
人 ou +v, 2 +v, 2 =8- 一 pn dw A 和 (2-4) 
ar "pi ”pi par Bt 


式 中 ， p 一 一 流体 的 密度 ; 
8 gy、8: 一 一 在 x、y、z 轴 上 重力 加 速度 的 分 量 ; 
了 一 一 压力 ; 
7 一 一 流体 的 动力 黏度 。 
在 上 述 运动 方程 中 ， 等 号 左边 表示 单位 质量 流体 的 惯性 号 右边 第 一 项 表示 单位 质 
量 流 体 的 重力 ， 第 二 项 表示 单位 质量 流体 所 受到 的 压力 ,/ 货 过 殴 和 表示 单位 质量 流体 表面 所 受 

















到 的 摩擦 力 (又 称 符 滞 力 ) 。 
在 上 述 四 个 方程 式 中 ，x、y、z 是 自 变 量 CA v. 及 pp 是 因 变 量 ( 未 知 数 )， 而 
















Pp、 兴 g、g,、8g: 是 不 变量 (常数 ) 。 未 知 量 共 程 也 是 四 个 ， 故 是 一 组 完整 方程 式 。 
上 述 关系 方程 式 表达 了 黏 性 不 可 压 攻 定 等 温 运动 的 普遍 规律 。 它 既 可 描述 江河 中 





的 水 的 流动 ， 又 可 描述 汽车 模型 风 洞 闽 签到 的 流动 等 。 求 解 上 述 关系 方程 式 所 得 的 结果 是 对 


同一 类 流动 现象 均 适用 的 通 解 求 得 描述 某 一 特 本 现象 (如 某 一 具体 形状 的 通道 内 
水 的 某 Th 则 必须 给 出 称 为 2 章 秆 条 件 ” 的 附加 条 件 。 完 整 的 关系 方 


程式 和 一 些 单 值 条 件 才能 更 述 具 体 的 特定 现 多 
单 值 条 件 的 作用 扰 从 内 一 关系 方程 式 岳 描 述 移 无 数 现象 (又 称 现象 群 ) 中 把 某 一 具体 的 特 


定 现象 单一 地 区 处 世 俯 。 它 包括 下 列 各 

(1) 空间 条 件 

所 有 具体 现象 都 发 生 在 一 定 的 几何 空间 内 。 因 此 ， 参 与 现象 的 物体 的 几何 形状 和 大 小 是 
单 值 条 件 的 内 容 。 例 如 ， 为 描述 流体 在 管内 的 流动 ， 就 应 给 出 管 径 及 管 长 的 具体 数值 。 

(2) 物理 条 件 

所 有 具体 现象 都 是 在 具有 一 定 的 物理 性 质 的 介质 参与 下 进行 的 。 因 此 ， 参 与 现象 的 介质 
的 物理 性 质 也 是 单 值 条 件 的 内 容 。 例 如 ， 为 描述 特定 的 黏 性 不 可 压缩 流体 的 稳定 等 温 运动 ， 
就 应 给 出 流体 的 密度 p 、 慕 度 的 具体 数值 

(3) 边界 条 件 

所 有 具体 现象 都 必须 受到 与 直接 相 邻 的 周围 情况 的 影响 。 因 此 ， 边 界 处 的 情况 也 是 单 什 
条 件 的 内 容 。 例 如 ， 管 道中 流体 的 流动 直接 受 进口 、 出 口 处 的 流速 的 影响 。 因 此 ， 应 给 出 进 
口 、 出 口 处 流速 的 平均 值 及 其 分 布 规律 。 

(4) 初始 条 件 

现象 的 演变 往往 与 初始 状态 有 关 。 如 初始 时 刻 的 流速 、 温 度 、 物 理性 质 等 将 直接 影响 现 
象 的 演变 过 程 。 因 此 ， 初 始 条 件 也 是 单 值 条 件 的 内 容 。 上 述 流动 现象 因 系 稳定 流动 ， 则 可 不 
计 此 条 件 。 

当 上 述 单 值 条 件 给 定 后 ， 流 体 的 速度 场 (流体 中 各 点 的 速度 值 ) 、 流 动 状态 ( 层 流 或 率 流 


@2 





局 
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等 )、 压 力 分 布 规律 (流体 中 任意 两 点 间 的 压力 差 值 ) 也 就 跟着 被 确定 下 来 。 这 样 就 相应 地 描述 
了 一 个 具体 的 特定 的 流动 现象 。 


2.2.2 ”相似 的 概念 
相似 的 概念 是 从 几何 学 中 借用 来 的 。 几 何 学 里 的 相似 图 形 ， 如 两 个 相似 三 角形 (图 2.1)， 




















它们 之 间 具 有 如 下 性 质 ( 称 之 为 “相似 性 质 ”): 各 对 应 线段 成 比例 ， 各 对 应 角 相 等 ， 即 
于- 在 -下 = 外-C (常数 
1 (党 数 ) (2-5) 
w= Wr B= 





(2-6) 


EG Ox 
| 2 3 

推 而 广 之 “相似 性 质 "3 oa 证 “相似 条 件 ” 是 指 满足 什么 
条 件 后 ， 这 些 现象 才 的 ， 

上 述 几 何 相似 概念 可 以 推 广 到 一 系列 痪 更 讽 尝 中 ， 例 如 : 


(1) 空间 VI 可 相似 。 它 表现 为 : i 何 体 所 有 对 应 线段 的 比值 相等 ， 所 有 对 应 角 相 
等 。 例 如 ， 图 2 公所 示 的 两 个 长 方 体 如 果 相 似 ， 则 





(3) 运动 相似 。 它 是 指 速度 场 (及 加 速度 场 ) 的 几何 相似 ， 表 现 为 ， 在 对 应 瞬时 各 对 应 点 
速度 (及 加 速度 ) 的 方向 一 致 ， 且 大 小 的 比值 相等 。 在 不 同 直径 的 圆 管 中 做 层 流 运动 的 流体 就 
是 一 个 例子 (图 2.4)， 即 
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于 = 于 =.… =, (常数 ) 
Ww 


(4) 力 相似 。 它 是 指 力 场 的 几何 相似 ， 表 现 为 :各 对 应 点 上 的 作用 力 的 方向 一 致 ， 且 大 
小 的 比值 相等 。 索 线 多 边 几何 相似 得 的 两 个 承受 集中 载荷 的 梁 就 是 一 个 例子 (图 2.5) ， 即 


Db 
























































图 2.5 力 相 似 
其 他 还 有 温度 相似 、 浓 度 相似 等 。 
机 器 设备 中 的 各 种 现象 ， 如 流体 的 流动 ， 车 辆 行走 机 构 与 土壤 的 相互 作用 等 ， 一 般 均 伴 
随 许多 物理 量 的 变化 。 对 于 这 种 包含 有 许多 物理 量变 化 的 现象 (通称 现象 系统 ) ,相似 则 是 指 : 
在 对 应 瞬间 ， 各 对 应 点 上 表征 该 现象 的 所 有 参量 其 大 小 各 有 确定 不 变 的 比值 ， 如 果 是 向 量 则 
其 方向 必须 一 致 。 
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如 第 一 个 现象 系统 的 参量 用 x 表示 , 与 其 相似 的 第 二 个 现象 系统 的 同类 量 用 x 表示 ， 则 
两 个 现象 系统 的 相似 性 质 可 用 数学 形式 表示 为 
总 2C， 或 -Co (7 
式 中 ，i=1,2,3,…,n。 同 类 参量 的 比值 Cu 称 为 量 x 的 “相似 倍数 ”。 
值得 指出 ,对 每 一 类 量 ， 相 似 倍数 有 其 唯一 确定 的 数值 ,而 与 相应 点 的 坐标 和 时 间 无 关 。 
但 当 一 对 相似 现象 系统 被 另 一 对 替代 时 ， 则 它 就 变 成 另 一 个 数值 。 因 此 ， 也 可 以 这 样 来 描述 
相似 现象 系统 的 性 质 ， 当 现象 系统 相似 时 ， 对 应 瞬时 ， 在 现象 系统 的 所 有 点 上， 表征 现象 的 
各 同类 量 的 相似 倍数 各 自 有 确定 不 变 的 数值 。 
还 值得 指出 ， 对 于 相似 现象 系统 ， 某 类 参量 的 相似 倍数 将 不 随 该 量 所 取 的 形式 不 同 而 改 
变 。 例如， 车 了 和、 和 以 及 如 入 为 两 个 相似 系统 中 的 J 尼 对 相对 应 的 线段 长 度 ， 则 下 


列 等 式 必 成 立 
六 YA wa 
1 0 
而 且 微 分 量 之 比 KC 


(2-8) 























式 中 ， 


则 

















于 常数 的 极限 值 就 等 于 它 的 本 身 ， 所 以 
,Br 
lim—=—=C, 
A-0A df 
上 述 规律 称 为 积分 类 比 法 则 。 根 据 这 个 法 则 ， 在 推导 相似 现象 的 相似 准则 时 ( 详 见 第 2.3 


节 ) ， 对 于 参量 的 任意 阶 导数 就 可 以 用 该 参量 的 相应 比值 来 代替 。 例 如 ， 经、 二 项 就 可 












































以 对 应 量 的 相应 比值 于 、 可 来 代替 。 
一 地 来 说 ， 彼 此 相似 的 现象 不 只 是 丙 个 ， 而 是 有 无 穷 多 个 ， 它 们 组 成 一 个 相似 现象 群 。 
2.2.3 ”相似 第 一 定理 


相似 现象 都 属于 同类 现象 ， 它 们 有 相同 的 物理 本 质 。 因 此 ， 它 们 都 将 被 文字 上 完全 相同 
的 方程 式 或 方程 式 组 (包括 描述 现象 的 方程 式 组 和 描述 单 值 条 件 的 方程 式 组 ) 所 描述 。 由 于 现 
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象 相似 时 ， 表 征 现象 的 诸 参 量 各 有 确定 不 变 的 比值 ， 而 由 这 些 参量 所 组 成 的 关系 方程 式 又 是 
相同 的 ， 故 各 参量 的 相似 倍数 不 能 是 任意 的 ， 而 是 互相 约束 的 。 相 似 第 一 定理 就 是 阐明 这 种 
约束 关系 的 。 
相似 第 一 定理 的 内 容 为 : 彼此 相似 的 现象 ， 其 相似 指标 等 于 1。 
下 面 以 两 个 质点 系统 作为 动力 相似 运动 的 情况 为 例 来 阐明 这 一 定理 。 根 据 力 学 知识 ， 






































质点 系统 的 运动 规律 可 用 牛顿 第 二 定律 来 描述 。 表征 第 一 个 运动 现象 的 参量 为 ，F' 一 一 力 ， 
WW 一 一 质量 ，v 一 速度 ，+ 一 一 时 间 ， 描 述 此 运动 现象 的 关系 方程 式 为 
pL (2.9) 
df 





若 表征 第 二 个 运动 现象 的 诸 参量 用 上 标 “"” 表 示 ， 因 为 相似 ， 则 


F=0B", 人 和 检 (2-10) 
描述 第 二 个 运动 现象 的 关系 方程 式 相应 为 SN 
(2-11) 





将 式 (2-10) 的 关系 代入 式 (2-11) ， 可 得 
CF=SS 了 CG pr md (2-12) 


1 my 


由 式 (2-9) 和 式 (2-12) E24 的 相似 倍数 受 ek 
4 G0 HW 
当 - dae 
i 纹 束 3 本 还 于 3 
i 倒 


| (2-13) 


“C” 称 为 “相似 指标 ”。 式 (2-13) 就 是 相似 第 一 定理 的 数学 表达 式 。 
将 式 (2-10) 代 入 式 (2-13) ， 可 得 


至 = 和 或 之 -77= 不 变量 (2-14) 





mv’ mu" 
式 (2-14) 说 明 ， 对 于 所 述 的 相似 现象， 存在 一 个 数值 相同 的 无 因 次 的 综合 量 名 。 这 种 
综合 量 称 为 “相似 准则 ”， 通 常用 符号 了 7(n) 表示 。 
这 样 ， 相 似 第 一 定理 也 可 表述 为 ; 彼此 相似 的 现象 必定 具有 数值 相同 的 相似 准则 。 
一 些 有 典型 意义 的 相似 准则 通常 用 首先 提出 者 的 名 字 命 名 。 例 如 ， 上 述 相 似 准则 成 为 牛 
顿 准则 ， 并 用 NN, 表示， 即 人 = 五 。 
也 


对 于 复杂 的 现象 ， 包 含有 几 个 相似 指标 ， 则 对 应 有 几 个 相似 准则 。 如 前 述 符 性 不 可 压缩 
流体 的 稳定 等 温 运动 现象 共有 三 个 相似 准则 ; 
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HR -名 ( 称 为 雷诺 准则 ) 
友 = 忆 = 备 ( 称 为 传 全 德 准则 ) 


[=E, ( 称 为 欧 拉 准 则 ) 
v 


在 相似 现象 中 的 对 应 点 或 对 应 截面 上 ， 上 述 三 个 相似 准则 数值 将 对 应 相等 。 


相 


























似 准则 中 各 参量 应 取 同 一 点 或 同一 截面 上 的 值 , 如 及 -名 中 ，! 取 值 一 截面 的 水 力 直 


































径 ，v、p、7 取 该 截面 上 的 平均 值 。 
值得 指出 ,同一 现象 中 不 同 点 或 不 同 截面 的 相似 准则 具有 和 数值; 但 是 , 在 对 应 瞬时 ， 
整个 相似 现象 群 的 同一 对 应 点 或 对 应 截面 的 相似 准则 却 具 值 ， 另 外， 相似 准则 一 定 
是 由 现象 的 关系 方程 式 所 包含 的 某 几 个 或 全 部 参量 按 ! 关系 组 成 的 无 因 次 量 。 
相似 第 一 定理 表述 了 彼此 相似 现象 具有 的 基本 
2.2.4 ”相似 第 二 定理 
相似 第 二 定理 的 内 容 为 : 凡 同 一 同一 个 关系 方程 式 或 完整 的 关系 方程 式 组 所 描 
述 的 现象 )， 当 单 值 条 件 相 似 , 而 二 所 包含 的 物理 量 所 组 成 的 相似 准则 相等 ， 则 这 
些 现象 必定 相似 。 说 
这 个 定理 阐明 了 现 必要 且 充 分 条 件 
因为 单 值 条 件 是 确定 景 你 的 特定 现象 的 , 及 人 羽 通常 称 单 值 条 件 所 包含 的 物理 量 为 定性 量 ， 
并 把 由 单 值 条 体 理 量 所 组 成 则 称 为 定性 准则 。 
旧 前 述 备 恬 M 可 压缩 流体 的 稳定 等 温 远 动 现象 为 例 , 当 满 足下 列 条 件 时 , 现象 就 彼此 相似 。 
1) 单 值 条 件 相似 : 
(1) 几何 条 件 相似 。 如 流体 在 管内 流动 ， 则 管 径 &d 和 管 长 1 的 相似 倍数 应 相等 ， 即 
三 效 
i 





式 中 ， 标 有 “'” 上 标的 参量 系 属于 第 一 现象 ， 标 有 “"” 上 标的 系 属 于 第 二 现象 (以 后 类 同 ) 。 


(2 


(3 





) 物理 条 件 相似 。 即 





) 边界 条 件 相似 。 即 在 入 口 及 出 口 处 的 











由 于 辟 

















处 的 速度 皆 为 零 ， 故 壁面 处 的 速度 相似 自然 得 到 保证 。 

















(4) 初始 条 件 相似 。 由 于 是 稳定 流动 ， 故 可 不 计 此 条 件 。 
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2) 由 单 值 条 件 所 包含 的 物理 量 所 组 成 的 相似 准则 相等 




















"op 
即 风电 S 人 和 = 不 变量 
区 


v 





R= 人 -22L_ 不 变量 
7 


为 证 明 这 一 定理 ， 可 以 设想 有 一 个 第 一 现象 ， 其 性 质 为 已 知 ， 另 有 一 个 第 二 现象 满足 第 
二 定理 的 要 求 , 现 证 明 它 与 第 一 现象 一 定 相似 。 我 们 知道 与 第 一 现象 相似 的 现象 有 无 穷 多 个 ， 
所 有 这 些 现象 必定 具有 与 第 一 现象 相同 内 容 的 单 值 条 件 ， 它 们 之 间 的 区 别 只 是 诸 参 量 的 相似 
倍数 不 同 。 而 相似 倍数 可 以 有 不 同 的 选择 ， 只 要 满足 由 之 组 成 的 相似 指标 等 于 1 就 行 。 所 以 
在 上 述 无 穷 多 个 相似 现象 群 中 必 能 选 出 一 个 现象 ， en 其 定性 量 的 相似 





倍数 与 第 二 现象 相同 ， 称 为 第 三 现象 。 基 于 上 述 三 个 现象 是 它们 的 关系 方程 式 是 同一 
个 ， 所 以 表征 第 二 现象 和 第 三 现象 的 诸 参 量 的 数值 必 对 尺 ， 因 此 它们 是 同一 现象 。 而 第 
三 现象 相似 于 第 一 现象 ， ie 
由 以 上 证 明 可 见 ， 相 似 第 二 定理 可 简明 的 表 痊 多 
的 数值 相等 时 ， 则 这 两 个 现象 就 相似 。 ~ 
2.2.5 ”相似 第 三 定理 民 


E 的 内 容 为 : 撒 闻 ne 的 关系 式 (简称 


准则 关系 式 ) 。 准 则 关系 式 可 有 建 小 
FT TD, TNs T=0 (2-15) 


式 中 ，1，2，3， 时 正 整数 。 ”x 将 
相似 第 三 宇 下 通 居 简称 为 “定理 Te 
如 式 (2-9) 惰 活 的 关系 方程 式 ,相似 第 三 定理 所 述 的 转变 是 很 显然 的 。 只 要 在 等 式 两 边 同 


除 以 mr 到 ， 再 应 用 积分 类 比 法 则 ， 就 可 导出 如 下 准则 关系 式 






4 两 个 同类 现象 的 诸 对 应 的 定性 准则 





























在 相似 准则 到, 到, 到,…, 开 ,中 的 定性 准则 如 用 [Zw, 717,723,…, 77 表示; 其 余 的 将 是 
包含 有 非 单 值 条 件 的 物理 量 ( 称 为 被 决定 量 ) 的 相似 准则 ， 通 常 称 为 非 定性 准则 ， 用 Zu， 
To 表示。 既然 定性 准则 是 由 单 值 条 件 所 包含 的 物理 量 所 组 成 的 ,那么 根 
据 前 述 单 值 条 件 的 性 质 ， 定 性 准则 是 决定 现象 的 准则 ， 它 们 一 经 确定 ， 现 象 即 被 确定 ， 非 定 
性 准则 也 随 之 被 确定 。 根 据 上 述 因果 关系 ， 就 可 把 相似 准则 关系 式 表 述 成 任意 非 定性 准则 与 
定性 准则 之 间 的 单 值 函数 关系 ， 即 

LA = 大 Ce Th Ts» 77 


定 2?“ 定 : em ) 


























(2-16) 


式 中 ，i=(m+1),(m+2),…,n。 


以 前 述 莫 性 不 可 压缩 流体 的 稳定 等 温 运 动 现象 为 例 ， 非 定性 准则 只 有 一 个 E， 因 为 压力 


@2 
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为 p 被 决定 量 。 定 性 准则 有 R。 和 F,， 因 为 R. 和 ,中 包含 的 物理 量 皆 为 定性 量 ， 则 准则 关系 
式 可 表述 为 

E,=/f(R.,F,) (2-17) 
我 们 可 以 通过 模型 试验 来 求 得 式 (2-17) 的 具体 形式 。 

在 及 和 已 准则 中 包含 有 几何 尺寸 1， 它 可 取 物 体 的 任 一 线性 尺寸 ,如 对 流体 在 管道 内 流 
动 的 现象 ， 通 常 取 某 截面 的 管道 直径 4 为 1。 此 时 ， 称 4 为 R. 和 ,的 准则 “定性 尺寸 "。 显 
然 ， 定 性 尺寸 不 同时 ， 准 则 的 数值 也 跟着 改变 。 因 此 ， 当 给 出 准则 关系 式 时 ， 应 注 明 是 取 哪 
一 个 线性 尺寸 为 定性 尺寸 的 。 
基于 上 文 所 述 ， 相 似 准则 关系 式 是 由 描述 现象 的 关系 方程 式 转变 而 来 的 ， 而 相似 现象 群 
是 由 同一 个 关系 方程 式 来 描述 的 ， 且 其 对 应 点 的 相似 准则 的 数值 相同 。 这 样 ， 相 似 现象 的 准 
则 关系 式 必 定 是 相同 的 。 相 似 第 三 定理 对 模型 试验 具有 重要 的 指导 意义 ， 它 告诉 人 们 应 把 模 
型 试验 的 结果 整理 成 准则 关系 式 ， 这 种 准则 关系 式 将 同样 适用 奈 合 模型 相似 的 原型 。 

上 述 三 个 定理 是 相似 理论 的 主要 内 容 ， 它 是 模型 试 鸡 侈 灌 方 法 的 理论 基础 。 相 似 第 一 定 
理 病 明 了 模型 试验 时 应 测量 哪些 量 ， 诸 相似 准则 - 切 量 。 相 似 第 二 定理 六 明了 模型 
试验 时 应 遵守 的 条 件 : or 年 相 似 ， 且 诸 定 性 准则 对 应 相等 。 相 似 
第 三 定理 阐明 了 如 何 整 理 试验 结果 : 果 整 理 成 相似 准则 之 间 的 关系 式 。 这 样 ， 
am 岗 律 性 。 


说 me 


2.3.1 ee 

根据 关系 广 方法 称 为 方程 耸 析 法 。 在 描述 现象 的 关系 方程 式 可 以 事 
先 求 得 的 情况 下 ， 方 程 分 析 法 是 导出 相似 准则 有 效 且 准确 的 方法 。 常 用 的 方程 分 析 法 有 : 相 
似 转换 法 和 积分 类 比 法 。 

1) 相似 转换 法 

相似 转换 法 导出 相似 准则 的 步骤 为 

(1) 写 出 关系 方程 式 和 全 部 单 值 条 件 。 

(2) 写 出 相似 倍数 的 表达 式 ， 如 式 (2-7) 。 

(3) 将 相似 倍数 表达 式 代 入 关系 方程 式 中 进行 相似 转换 ， 进 而 得 出 相似 指标 式 ， 如 
式 (2-13) 。 

(4) 将 相似 倍数 表达 式 代 入 相似 指标 式 ， 求 得 相似 准则 。 

(5) 用 与 步骤 (3) 、(4) 相同 的 方法 ， 从 单 值 条 件 方程 式 中 求 得 相似 准则 。 
下 面 用 前 述 黏 性 不 可 压缩 流体 的 稳定 等 温 运动 现象 为 例 ， 对 上 述 步骤 加 以 具体 介绍 。 
(1) 写 出 关系 方程 式 ， 见 式 (2-1) 一 式 (2-4) 
(2) 写 出 相似 倍数 表达 式 
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1 
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(2-18) 





TC,, 和 和 = 多 = EE 中 =Cs 
7 (Si) (8) By ‘(ea (e) 


(3) 进行 相似 转换 。 设 有 两 个 彼此 相似 的 现象 系统 ， 描 述 第 一 系统 的 运动 方程 式 可 写成 
(只 写 出 一 个 坐标 的 方程 式 即 可 ) 











1 『 1 1 2 2 2 7 
E+, oe gt 1 p17 iv 2 a (2-19) 
Ox Oy 2z/ pa pa” WY me 
第 一 系统 的 连续 性 方程 式 可 写成 NS 
"6 
Co & (2-20) 
Bax ba pz 
第 二 系统 的 运动 方程 式 可 写成 NA 
La La > La La 2 7 2 8 2 0 
Wp WE sx 汪 全 他 Las (2-21) 
Ox” Oy “2z" x” ppl” OY” pz 


第 二 系统 的 连续 性 方程 式 可 写成 


了 0 (2-22) 
A 








Oy 


根据 式 (2-18) 的 





Co p= Cp p= Cp = CN (2.23) 
CS 
把 式 (2-23) 代入 式 (2-21) 和 式 (2-22) ， 进 行 相似 转换 得 
| ,Ov ,Ov : 笃 ] 
一 一 | Vi Fi 
ON (2-24) 





C, 1 gp' ， GCC, Orv, , Ov: , Orv 
GG ar oop Bt OW 2 


和 合 + 营 + 各 ]- (2-25) 
Clor Oy oz 

比较 式 (2-19) 与 式 (2-24) 及 式 (2-20) 与 式 (2-25) 可 知 , 各 参量 的 相似 倍数 之 间 的 关系 必须 
满足 下 列 关系 式 : 


= 二 (2-26) 
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© = 任意 数 (2-27) 
由 式 (2-26) 可 得 出 以 下 三 组 等 式 : 
人 _ 
co =C, (2-28) 
2 
Co (2-29) 
G CC, 
GC_GG, 
Ged (2-30) 
经 整理 ， 可 得 到 以 下 三 个 相似 指标 式 : 伦 
和 =1 < (2-31) 





0 
4 A (2-32) 


(2-33) 
KR 故 据 ee 


(4) si (2-18) 代 入 式 (2 (2-32)、 式 (2-33) ， 经 整理 可 得 到 以 下 

三 个 相似 准则 : ~ * 
T gr gr 世纪 
vi vr 3 


人 





到 _ 忆 = 不 变量 











P -2 或 人 =E,= 不 变量 


pw" pu"? Do 
人 或 人 -R= 不 变量 


2) 积分 类 比 法 

积分 类 比 法 较 相 似 转换 法 简单 ， 故 得 到 较 多 应 用 。 这 种 方法 的 原理 是 : 由 于 相似 现象 的 
关系 方程 式 是 完全 相同 的 , 因此 关系 方程 中 任意 相对 应 的 两 项 的 比值 也 应 该 相等 。 以 式 (2-19) 
和 式 (2-21) 为 例 ， 则 











(4 
6 -er (2-34) 








根据 前 述 的 积分 类 比 法 则 ， 式 (2-34) 可 写成 


2»@ 
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EE 
2 8 或 2 (2-35) 
1 Uy mw Zr v v 
Dy Vs 
Bp 让 

于 
所 -和 =-C， 闪 =- 艺 =C， 司 -号 =C 

1 点 “这 性 

则 式 (2-35) 可 改写 成 
sr _g'l gl 国 
yp 或 污 =Fr= 不 变量 





这 样 ， 就 得 到 了 一 个 相似 准则 。 
据 上 述 ， 可 将 积分 类 比 法 的 步骤 归纳 为 : 


























(1) 写 出 关系 方程 式 和 全 部 单 值 条 件 。 

(2) 用 关系 方程 式 中 的 任 一 A 人 5 
取 其 中 一 项 即 可 ) KD 

(3) 所 有 导数 用 对 应 量 的 相应 比值 代 巷 沿 各 坐标 轴 的 分 量 用 量 本 身 代替 ， 坐 标 
SN ok … 代 替 ， 即 可 求 得 相似 准则 。 

We 急 定 等 温 运 9 具体 介绍 上 述 步骤 。 

(1) 写 出 关系 方程 式 ， eo 


C) 两 项 相 除 。 we 
由 运动 方程式 人 得 泡 


NX | 右边 硕 _ 2 (2-36) 











”左边 项 ，6uw 

or 

lp 

右边 第 二 项 p Bx 
”下边 大 Bo (2-37) 

“Ox 

1 Ov 

右边 第 三 项 _ jp Ea 
i ， (2-38) 

“Ox 





连续 性 方程 式 由 于 由 同类 项 组 成 ， 故 写 不 出 上 述 比 例 式 。 
(3) 运用 积分 类 比 法 则 ， 就 可 得 到 下 列 相似 准则 : 
由 式 (2-36) 得 















































型 - 己 = 不 变量 


v 


OO 
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由 式 (2-37) 得 

















由 式 (2-38) 得 








2.3.2” 因 次 分 析 法 (又 称 量 纲 分 析 法 ) 

当 事 先 无 法 求 得 描述 现象 的 关系 方程 式 时 ， 可 采用 因 次 分 析 法 来 推 求 相似 准则 。 相 似 准 
则 是 一 个 无 因 次 量 ， 这 一 特点 是 应 和 
1) 因 次 概念 和 因 次 分 析 法 举例 


物理 量 (测量 ) 单位 的 种 类 称 为 “ 因 次 ”( 或 “ 量 纲 ws 厘米 、 毫 米 ， 它 们 是 不 同 
的 (测量 ) 单位 ， 但 这 些 单位 属于 同一 种 类 ， 民 为 长 如 统一 地 用 符号 [如 表示 ， 则 
称 [] 是 长 度 类 各 单位 的 因 次 。 

在 国际 单位 制 中 (SD 中 ， 当 研究 力学 和 袖 拭 巡 动 现象 时 ， 取 长 度 、 质 量 和 时 间作 为 “ 基 


本 量 ”， 它 们 的 因 次 相应 地 上 HLL 了 7] 表示 ， 称 为 人 革 本 办 次 % 而 其 他 一 些 物理 
量 则 是 由 上 述 基 本 量 根据 i i 茂 相应 的 物理 。 le 的 ， 称 这 些 量 为 “导出 量 ”。 


例如 ， Te ) 为 基本 量 ， 它 们 的 因 次 分 别 为 


[ 荆 ] 和 [7]， 则 速度 的 因 次 公 
[四 = 知 光 LT | 


又 如 ， 力 RC ma= md， is N 式 为 


[] 2 
F]=[M]- 或 [LMT 
[F]=[ Ji7 [ ] 















































































同 理 ， 积 分 上 的 因 次 为 bd 或 DD 。 任何 参量 的 因 次 记 为 [Z ]， 若 为 无 因 次 ， 记 为 


[1]。 上 述 以 长 度 、 质 量 、 时 间作 为 基本 量 的 因 次 系统 通常 称 为 质量 系统 。 工 程 中 还 常用 以 长 
度 、 力 、 叶 间作 为 基本 量 ， 它 们 的 因 次 相应 地 用 符号 [L]、[F ] 和 [7] 表 示 。 同 样 可 导出 一 系 
列 导 出 量 的 因 次 。 这 种 因 次 通常 称 为 力 系 统 。 作 为 例子 ， 表 2-1 列 出 某 些 导出 量 的 因 次 。 


表 2-1 导出 量 的 因 次 









































Es 




















导出 量 质量 系统 中 因 次 力 系统 中 因 次 
面积 [4]=[2] [2] 
体积 [7]=[D] [B] 





速度 | wid ~ i | | 
加 速度 [a]=[L7T™] [LT™] 
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( 续 ) 
导 出 量 质量 系统 中 因 次 力 系统 中 因 次 
海 F]=[LMT™] [F] 
质量 [IM] [F027’] 
重量 G]=[LMT™] [F] 
压力 [由 =[ 二 MT [5 
力矩 [LM]=[2MT] [FL] 
功 [WJ]=[2MT™] [FZ] 
功率 PJ]=[PMT™] LET] 
应 变 [el= 吴 [1 
弹性 模 量 下 =[CMT-] [F027] 
动力 待 度 n]=[T'MT'] K [F027] 
密度 [p]=[PM] [FEZ372] 
由 上 述 内 容 可 见 : 在 质量 系统 中 ， 任 一 个 导出 走 名 有 次 可 统一 的 用 下 列 方 程式 来 表示 
[4 和 =[Z]X[ (2-39) 


式 中 ，w、B、7 对 某 一 个 导出 量 来 说 是 地 - 攻 的 常量 。 
OCS 则 在 力学 研究 中 ， 当 基本 量 长 度 、 质 量 和 


时 间 的 (测量 ) 单位 后 基本 物理 量 的 (测量 j 号 位 就 可 根据 该 量 的 因 次 公式 导出 。 
前 者 通常 称 为 “基本 单位 ， 全 为 “时 ! 人 
在 国际 单位 制 (SD 中 取 丛 朗 、 质 量 和 时 间 麻 洁 位 分 别 为 米 、 千 克 、 秒 ， 则 由 速度 的 因 
次 公式 [v]=[L77'] A 的 单位 为 米 / 秒 ; 的 因 次 公 式 [F]=[LMT? 可 导出 力 的 单位 
为 千克 : 米 /各 ? RN 神 re 其 他 量 的 单位 按 一 定 规律 导出 的 单位 
制 称 为 “绝对 命 售 出” 通常 应 用 的 就 是 这 种 单位 制 。 

在 取 用 绝对 单位 制 的 情况 下 ， 当 力学 基本 单位 一 经 取 定 ， 原 则 上 说 ， 任 何 力学 物理 量 可 
统一 地 由 下 式 表 示 













A=1°m?t’ =B(LY (MY (TY (2-40) 
式 中 ，/、m、1 一 一 基本 量 长 度 、 质 量 和 时 间 的 大 小 ; 
QQ、pB、7Y 一 一 确定 的 常数 ， 也 可 以 等 于 零 ， 如 a=1,B=y=0， 则 此 时 4 就 是 基本 量 长 
度 (1); 
8 一 一 物理 量 4 的 大 小 ; 

(ZL)、(M)、(7) 一 一 基本 量 所 取得 单位 。 
积分 类 比 法 推导 相似 准则 的 方法 可 见 : 在 描述 现象 的 完善 且 正 确 的 关系 方程 式 中 ， 每 一 
项 的 因 次 必定 相同 (这 种 关系 方程 式 称 为 因 次 齐 次 式 ) ， 因 为 同类 量 才能 相 加 减 ， 只 有 因 次 相同 
才 同 类 。 因 此 ， 相 似 准则 一 定 是 无 因 次 量 ;， 另 外， 相似 准 则 一 定 是 表征 现象 的 参量 的 寡 函 数 。 
面 用 实例 来 介绍 因 次 分 析 法 。 
【 例 2-1】 求 质点 系统 做 动力 相似 运动 现象 的 相似 准则 。 
表征 质点 系统 做 动力 相似 运动 现象 的 参量 有 力 (F )、 质 量 (m )、 速 度 (v) 和 时 间 (D)。 这 


OQ” 
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些 量 将 被 一 定 的 自然 规律 所 联系 (这 个 自然 规律 就 是 牛顿 第 二 定律 ) 。 相 似 准则 是 由 表征 现象 
的 参量 所 组 成 的 ， 且 是 这 些 参量 的 震 函 数 ， 故 可 表示 为 














=F"mevst™ (2-41) 
式 中 ，%、Xp、%、 蕊 为 待定 的 常数 。 
77 的 因 次 公式 为 


[L7]=LCMT FMT LT ITY 


























于 相似 准则 是 一 个 无 因 次 的 量 ， 所 以 
对 于 [LZ]， 有 XA+% =0 
对 于 [M]， 有 “| (2-42) 
对 于 [7]， 有 +=0 

















可 求 得 x =-1， 避 =--1，%=1， 则 得 


I1= "NY 
lv 


这 就 是 牛顿 准则 。 
【 例 2-2】 求 上 述 黏 性 不 可 压缩 流体 前 翔 定 等 温 相似 运动 现象 的 相似 准则 。 
解 :表征 上 述 运动 现象 的 参量 及 济 加 (v ) 、 管 道 定性 尺寸 (1) 、 压 力 (p) 、 介 质 密度 


(p)、 介 质 的 动力 笑 度 (7 ) 和 重 ; (g) ， 则 相似 次 则 就 可 表示 为 
这 I -pe (2-43) 
式 中 ， 坟 为、 入 % 信条 定 的 和 5 
1 ee 倒 


]=[L'MT2Y es [LT FL EMY 


日 上 述 三 个 方程 式 求解 四 个 未 知 数 ， ”从 值 后 再 求解 。 如 令 % =1， 








由 于 相似 准则 是 一 个 无 因 次 量 ， 所 以 

对 于 [L]， 有 一 为 一 六 十 六 十 区 二 后 一 3x6=0 
时 于 [MJ]， 有 站 本 (2-44) 
于 [I， 有 24- 24 -=0 

日 上 述 三 个 方程 式 求解 六 个 未 知 数 ， 可 令 其 中 三 个 未 知 数 为 某 值 后 再 求 其 基础 解 。 

令 有 = 及 =0, 加 =1， 则 可 求 得 =2,xs =1,x6 =0， 就 可 得 到 








玉 妆 当 








二 


I=-Fr 
v 





如 令 思 =1,x = 加 =0， 则 可 求 得 专 =-2,xs =0xs=-1， 就 可 得 到 


[= =Eu 
pv 








并 


令 4= 加 =0,x, = 一 1 ， 则 可 求 得 x =xs =xo =1， 就 可 得 到 


= =Re 
7 
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2) 现象 的 独立 的 相似 准则 数目 的 确定 


无 论 在 判断 现象 彼此 是 否 相似 ， 还 是 在 设计 模型 试验 时 ， 





则 的 数目 是 很 重要 的 。 因 为 它 可 用 来 检查 求 得 的 相似 准则 是 

似 准 则 是 互相 独立 的 ， 
下 面 推 导 计 算 现象 
设 某 一 现象 由 n 个 参量 4、4,、4y、… 


4= lS met” 














的 独立 的 相似 准则 数目 的 公式 。 


式 中 ，i=1,2,3,…sn 
在 这 nn 个 参量 中 ， 若 某 个 量 的 a、p、y 
wm = 有 = 思 =0 时 ， 则 4 就 是 基本 量 一 一 长 度 。 
所 述 现象 的 任 一 个 相似 准则 可 以 表示 为 
/7 = 名 全 人 4 


= (lo mS” )" (I® met” (1® mBr’y RN 
Ep 














、4, 来 表征 ， 由 式 (2-40) ， 这 n 个 参 


pl 


事先 确定 现象 的 独立 的 相似 准 
否 有 遗漏 或 是 否 多 余 了 。 所 谓 相 





指 的 是 : 这 些 相似 准则 中 的 任 一 个 均 不 是 其 余 准 则 的 寡 函 数 的 乘积 。 


量 可 用 下 式 表示 


; 因 n 个 参量 为 已 知 ， 所 以 a;、B、y 是 已 知 的 常 
中 有 两 个 等 于 零 时 ， 则 该 量 就 是 基本 量 。 例 如 ， 


< 


Br 入 E “(Im 六 























因为 相似 准则 是 无 因 次 量 ， 所 以 
对 于 [如 ， 有 i Da :十 Co = 
对 于 os ++ Bx + | (2-45) 
对 于 [7]， 
= Ee 显然 ， 方 程式 的 数目 等 于 
0 en 
es ee 解 ， 但 其 基础 解 系 中 解 ( 基 础 解 ) 的 数目 等 于 变 
we RE 至 . 
式 (2-45) 的 系数 矩阵 (又 称 因 次 矩阵 ) 为 
a Qa 0 … a Cl 
有 记忆 … 有 局 
的 Wd 
如 上 述 矩 阵 的 “ 秩 ” 为 > ， 则 式 (2-45) 的 基础 解数 目 六 可 由 下 式 决定 
m=n—r (2-46) 
这 也 就 是 说 : 所 述 现象 只 能 有 nr 个 相互 独立 的 相似 准则 。 或 者 表述 为 : 这 -x 个 相似 准则 


是 该 现象 的 相似 准则 的 完整 集合 。 
例如 ， 方 程式 组 (2-42) 的 系数 矩阵 为 


1 0 1 0 
| EE 奶 
-20 -11 





这 个 矩阵 的 三 阶 子 式 有 不 等 于 零 的 ， 故 其 秩 >=3， 而 参量 的 数目 为 4。 根据 式 (2-46) 可 知 只 能 


Or 
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有 一 个 相似 准则 ， 即 MX  。 在 此 情况 下 ， 若 再 令 x 为 其 他 值 ， 所 求 得 的 相似 准则 对 于 N, 来 说 
将 是 非 独立 的 。 如 令 习 =2 ， 即 可 求 得 六 = -2,m = -2,z =2， 则 对 应 可 列 出 


3 
J -2] = (N.Y 
mv 








显然 ， 这 不 是 什么 新 的 准则 ， 而 是 由 牛顿 准则 派生 的 。 又 例如 方程 组 (2-44) 的 系数 矩阵 为 














-1 -1 1 1 1 -3 
LL 0 O01 (2-47) 
-2 -1 -2-10 0 


这 个 矩阵 的 秩 z=3， 而 参量 的 数目 为 6， 则 只 能 有 三 个 相互 独立 的 相似 准则 。 在 此 情况 
下 ， 车 再 令 % =3,%9。 = -5,x = -2 ， 可 相应 的 求 得 xm =3,x =3,x 2 ， 所 求 得 的 


oR -2)( Re 
ng 7 1 
显然 ，17, 相对 于 尺 、 巨 、F 来 说 不 是 独立 的 栓 汶 湛 唱 ， 而 是 R、 6, 、 灰 准则 的 宕 函数 
的 乘积 ， 可 由 这 三 个 准则 来 求 得 。 因此 ， 尺 、 
3) 求 现象 的 相似 准则 完整 集合 的 人 > 
-下 步行 


0) 列 uti (2.45) 。 

列 出 参量 的 指 第 因 次 短 隆 ， 

a Te 的 相似 准则 世 

) 根据 参量 系 式 ， #2 Sr 的 方程 式 ( 假 


se ap 


2 = AN + ON + + 
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=PBn + Px t+ ps s 
, ， ， 
X= VN YX tt Yn 3X3 


根据 式 (2-46) , 式 (2-45) 将 有 -3 个 基础 解 。 根 据 线性 代数 理论 , 这 -3 个 基础 解 可 由 式 (2-48) 
用 如 下 方法 求 得 ; 
求 第 一 解 ， 令 为 = 和 = 为 =……= 罗 3=0， 可 求 得 六 2 =alz= 帮 六 = 放 


求 第 二 解 ; 令 石 =] 为 = 为 == 思 3=0， 可 求 得 =0 和 = 必 入 = 从。 


(2-48) 





求 第 -3 个 解 ， 令 旋 3 = = 二 = 三 = en 可 求 得 
2 = 0 3 m1 = Br 3 = Vn3 
以 上 m -3 个 解 可 以 简明 地 FN 角 生 阵 的 形式 来 未 信 2-2) 。 值 得 指出 ， 解 矩阵 的 右边 
三 列 ( 即 第 n-2，n--1 和 nn 列 ) 的 元 素 与 式 (2-48) 中 各 方程 式 的 系数 是 相对 应 的 ， 而 其 余 n 一 3 
元 素 ， 除 去 主 对 角 线 上 的 都 是 1 外 ， 其 余 都 是 零 。 所 以 ， 根 据 方程 组 (2-48) 就 可 立即 写 























“© 

















参量 的 一 组 指数 。 在 上 述 情况 下 ， 相 似 准则 的 完整 集 


根据 解 算 阵 的 第 二 行 ， 可 列 出 


法 的 具体 应 用 。 





) 根据 解答 阵列 出 相似 准则 的 完整 集合 ， 显 然 ， 解 矩阵 的 每 一 行 就 是 组 成 相似 准则 的 


: 根据 解 矩 阵 的 第 一 行 ， 可 列 出 





1=A4° AA 


IL,=4,A°,A84 a 
WY 


根据 解 和 矩 阵 的 第 2-3 行 ， 可 列 出 SR 
CR 


下 面 以 求 前 述 条 性 不 可 上 压 入 油 wi Ee 的 相似 准则 为 例 ， 说 明 上 述 方 





(1) 列 出 参量 的 指数 RY 见 式 (2-44) 。 5 

(2) 列 出 式 (2-44) 的 图 次 矩阵 ， wx 计算 出 它 的 秩 ” =3。 

(3) 计算 独立 准则 的 数目 。 因 等 于 6， 故 独立 的 相似 准则 数目 等 于 3。 
( 


4 ee 根据 式 (2-44) 订 和解 出 
Xa 2 2 





















) 列 出 相似 准则 的 完整 集合 。 
根据 解 和 矩阵 第 一 行 ， 可 列 出 





=p ?p= LE, 
pv 


OO 
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根据 解 矩 阵 第 二 行 ， 可 列 出 


了 厂 = mp -1_7 三 
pul 





根据 解 矩 阵 第 三 行 ， 可 列 出 
=gvl ee F 


ja 
v 





4) 因 次 分 析 法 的 引伸 
根据 上 述 ， 在 质量 系统 中 ， 当 研究 力学 和 机 械 运 动 现象 时 ， 任 何 一 个 物理 量 的 因 次 均 可 
[ZJ]、[M]、[7] 的 一 定 次 方 的 积 表示 。 基于 这 种 规律 ,可 以 选 定 另 一 些 物理 量 作 为 基本 量 ， 
而 某 一 物理 量 的 因 次 则 可 由 这 些 被 选 定 的 基本 量 因 次 的 某 次 方 的 积 表示 。 例 如 ， 在 质量 系统 
中 ， 力 的 因 次 为 ，[F ]=[LMT™]， 现 选 长 度 、 速 度 和 密度 E， 在 此 基本 量 系统 中 ， 力 
4 因 次 可 表述 为 & 
[F]=[ZLT [v? [pk (2-50) 
为 确定 指数 x、y 、z， 将 各 物理 量 在 质 49 因 次 代入 式 (2-50) ， 从 而 得 到 


[LMT™?]= 及 [ZN (2-51) 
比较 同 因 次 的 指数 ， 可 列 出 下 列 一 Kn 


对 于 [L]， 有 wy x+y 一 3z=1 疾 、 
对 于 [MJ， 有 > z=1 
A XCA 5 

由 上 述 方程 式 组 页 解 二 2- 2 在 攻 -过度 - 宽 村 可 羡 系 统 中 的 因 次 公 
式 为 全 BK 

人 [FJ=[ZPEeJ[p] 或 [oo] 

推 而 广 之 ， 设 表征 某 一 现象 的 参量 有 4、44、44、…、44 等 n 个 ， 现象 的 关系 方程 式 
是 因 次 齐 次 的 。 我 们 可 从 上 述 个 参量 中 选 出 三 个 有 因 次 的 量 4, 、4, 、4 作 为 基本 量 。 则 
可 根据 上 述 方法 ， 导 出 其 余 的 n-3 个 物理 量 在 4, - 4,- 4, 基本 量 系统 中 的 因 次 公式 。 对 于 各 


个 参量 因 次 的 公式 可 统一 的 表示 为 


























































































[4]=[4,] [41 [4T (2-52) 
由 式 (2-52) ， 人 与 被 选 为 基本 量 的 量 之 间 的 关系 式 : 
= 无 因 次 的 量 (2-53) 
所 4 


对 于 相似 的 现象 系统 ， 则 有 
， ， 4 


省 _ EE 了 
=C =C =C, ;=C (2-54) 
/ i A A 4 

4 冰 4 水 


式 中 ，Ch、C4s、Ch、C4 一 对 应 量 的 相似 倍数 。 
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把 式 (2-54) 的 关系 代入 式 (2-53) 可 得 
4 _ C4 4 


MA CHG A A 





适当 的 选择 C,、C4、C4、C4 的 值 ， 使 


[en 
CENCY 





则 可 得 

-人 -不 变量 

Ah ANAYA 

据 此 ， 对 于 相似 的 现象 系统 来 谈 ， 式 (2-53) 所 示 的 无 RS 我 们 就 

可 利用 式 (2-53) 来 求 相 似 准则 。 在 记述 的 情况 下 ， 豆 查 2-3 个 独立 的 相似 准则 。 
下 面 仍 用 黏 性 不 可 压缩 流体 的 稳定 等 温 运动 列 ， 来 说 明 上 述 方法 的 具体 应 用 。 
表征 这 种 运动 现象 的 参量 已 如 前 所 述 。 现 迁 树 证 性 尺寸 (0) 、 密 度 (P ) 和 动力 秋 度 (7 ) 
为 基本 量 ， 则 可 列 出 流速 (>) 、 压 力 (P ) 和 世 为 加 速度 (g ) 的 因 次 公式 如 下 : 






















(2-55) 


淡 [g]=[L [py 


用 上 述 量 在 质量 wg 可 得 到 下 列 三 个 因 次 关系 式 。 对 于 流速 有 








[LT = [LINEM PMT (2-56) 
对 于 压力 有 Nd 
[PMT MPI MT' (2-57) 
对 于 重力 加 速度 有 
[ZT™]=[P I MPI MT 下 (2-58) 
由 式 (2-56) 一 式 (2-58) ， 比 较 相同 因 次 的 指数 ， 可 得 
六 一 3 六 二 机 三 sl % -3 -z=1 
a EE be (2-59) 
z=1 z=2 z=2 








式 (2-59) 可 解 得 
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把 上 述 结果 代入 式 (2-55) ， 即 可 求 得 下 列 相似 准则 ; 



























T= 
Tpn 7 
__Pp _pip 
人 2 Pp 7 
__ 8 _ap’ 
3 一 Pp - 7 
根据 相似 准则 形式 的 转换 原理 ( 见 第 2.4 节 ) ， 可 导出 
全 pp 人 a 
Re pr " Rv 冶 
Ri 。 但 在 应 用 时 ， 应 注意 下 
列 儿 点 。 
(1) 通常 总 是 把 最 能 表征 现象 的 参量 当 作 0 不 被 选 作 基本 量 ) 。 
(2) 选 作 基本 量 的 参量 必须 是 有 因 次 量 次 必须 是 相互 独立 的 。 所 谓 因 次 独立 指 
的 是 : 任何 ， 如 乘 、 除 、 升 高 指数 等 ) ， 不 能 产生 第 三 

















人 在 应 用 这 种 方法 时 避让 互 独立 的 相 mm 的 公式 为 


0 


yy 
TT 
单位 制 (SD ， 基 本 因 次 只 有 [LJ、[M]、[7] 三 个 ， 所 以 ， 能 被 选 作 基 本 量 的 参 
量 集合 中 一 般 至 多 有 三 个 量 。 
上 述 内 容 可 知 ， 用 因 次 分 析 法 求 相似 准则 时 ， 只 要 知道 表征 现象 是 那些 参量 ， 就 可 以 
不 依靠 关系 方程 式 直接 求 得 相似 准则 。 有 些 复杂 现象 ， 事 先 无 法 建立 关系 方程 式 ， 此 时 ， 因 
次 分 析 法 就 有 重要 的 实用 价值 。 但 是 在 某 些 情况 下 ， 因 次 分 析 法 可 能 导致 不 正确 的 结果 。 这 
些 情况 有 以 下 几 种 。 
(1) 表征 现象 的 参量 决定 得 不 正确 或 缺 几 个 。 
(2) 在 关系 方程 中 常 遇 到 有 因 次 的 常数 项 。 这 些 常数 项 在 确定 表征 现象 的 参量 时 很 难事 
先 预料 到 。 
(3) 因 
(4) 因 


两 个 量 的 因 次 结合 ( 即 指 进行 
个 量 的 因 次 。 SS 
Cm ti 


(2-60) 


m=n 



































次 分 析 法 不 能 控制 因 次 为 零 的 量 。 
次 分 析 不 能 区 别 因 次 相同 ， 但 在 关系 方程 中 有 着 不 同 物理 意义 的 量 。 














因 次 分 析 法 虽然 不 是 完 
重要 的 实用 价值 。 值 得 




















4 方法 ， 但 在 事先 未 能 列 出 现象 的 关系 方程 式 的 情况 下 ， 它 有 


前 出 ， 在 采用 因 次 分 析 方 法 时 ， 必 须 事先 很 好 地 研究 和 确定 表征 现象 
是 哪些 参量 ， 而 且 所 获得 的 结论 ， 须 用 





试验 验证 之 。 
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2.4 ”相似 准则 形式 的 转换 和 模型 试验 数据 的 处 理 


2.4.1 相似 准则 形式 的 转换 


上 述 相似 准则 导出 方法 可 知 ， 利 用 以 上 所 列 方 法 求 得 的 相似 准则 完整 集合 中 的 诸 相似 
准则 的 形式 有 一 定 的 随意 性 。 例 如 ， 由 式 (2-26) 写 出 的 三 组 等 式 (2-28) 一 式 (2-30) 是 随意 的 ， 
也 可 写 出 另 一 组 的 三 个 等 式 ， 此 时 ， 所 求 得 的 相似 准则 也 将 是 另 种 形式 ， 同 样 ， 为 求解 方程 
组 (2-44)， 当 如 、%、 亏 取 其 它 值 时 ， 所 求 得 的 相似 准则 也 将 具有 男 外 的 形式 。 
探求 相似 准则 的 导出 描述 原型 现象 的 关 















































系 式 。 因 此 ， 相 似 准则 形式 的 确定 ， 必 须 有 利于 这 一 目的 为 此 ， 由 上 述 方法 求 得 的 





















) 相似 准则 应 具有 明显 的 物理 意义 ， 并 使 其 全 
2) 转换 成 常用 的 相似 准则 的 形式 ， 例 如 ， 流 册 有 ， pe 等 因为 它们 均 


具有 明显 的 物理 意义 。 前 者 wen 紫 Fe, 后 者 表示 惯性 力 与 重力 的 比值 。 




















) 使 易于 控制 且 是 表征 和 要 参量 只 出 现存 E 则 完整 集合 中 的 某 一 个 相似 准 
i ee ， eh 
相似 准则 形式 转换 的 旦 则 是 : 不 破坏 相 他 人 一 属性 。 从 这 一 原 
则 出 发 ， 如 果 现象 的 契 似 ; 风 完 束 集 合 潍 gf 个 相似 准 则 ， ee 如 
Te I 
(1) 相似 准则 的 任何 次 方 仍 pk 即 77"(n 为 常数 ，i=1,2,…,k) 仍 是 相似 准则 。 
(2) 相似 准则 的 指数 积 ， 即 ， 22%722…7Z% (mi, 误 …,n 为 常数 ) ， 仍 是 相似 准则 。 
(3) 相似 准则 的 和 或 差 ， 即 1” 土 72* 土 … 土 I”* 仍 是 相似 准则 。 
(4) 相似 准则 与 任意 数 的 和 或 差 ， 即 万 二 a (a 为 常数 ) 仍 是 相似 准则 。 
显然 ， 相 似 准则 进行 上 述 转换 后 ， 仍 是 一 个 无 因 次 量 ， 在 相似 现象 群 中 它们 仍 是 一 个 不 
变量 。 
2.4.2 ”模型 试验 数据 的 处 理 


为 使 模型 试验 的 结果 能 推广 到 与 模型 相似 的 原型 上 去 ， 根 据 相似 第 三 定理 ， 应 将 模型 试 
验 结 ne 例如 ， 描 述 恭 性 流体 强迫 流动 现象 
的 准则 关系 式 可 表述 为 








使 准则 关系 式 的 形式 最 简单 
使 相似 准则 的 组 成 中 Rs 难以 控制 和 测量 量 的 参量 。 











B=OR (2-61) 
在 进行 模型 试验 时 ， 改 变 特征 参量 wz ， 测 定 对 应 的 p (由 于 1 、p 、 为 定 值 ， 测 定 一 次 
就 行 了 )， 则 由 
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= 各, 

pr 7 
就 可 以 算得 一 系列 R。 和 下 的 对 应 值 ， 进 而 就 可 以 根据 回归 分 析 有 关内 容 决 定 出 式 (2-61) 中 
的 常数 C 和 nn， 而 求 得 描述 所 述 现象 的 准则 关系 式 。 把 式 (2-61) 展开 ， 就 可 得 到 便于 应 用 的 ， 
对 所 有 与 模型 相似 的 现象 群 (包括 原型 ) 均 适用 的 关系 方程 式 


tont21 


p=C2 一 一 
7 















































值得 指出 ,通过 模型 试验 求 得 的 准则 关系 式 仅 适用 于 试验 所 确认 的 各 参量 的 变化 范围 内 ， 
把 这 种 关系 式 任意 外 推 是 不 允许 的 。 
2.4.3 ”准则 关系 式 组 成 形式 的 转换 
日 上 述 方程 求 得 的 相似 准则 中 的 参量 ， 代 表 着 该 现象 
中 的 ! (定性 尺寸) 代表 着 全 部 线性 尺寸 ， 玉 准则 中 的 以 伐 
相似 现象 来 说 ， 不 论 用 代表 长 度 的 线性 尺寸 或 代 毒 
将 改变 ， 但 它 仍 是 一 个 无 因 次 的 不 变量 。 同 样 
个 无 因 次 的 不 变量 。 如 假定 > 


是 某 现象 的 一 个 相似 准则 ， ent .外 ， 尚 有 4 的 同 因 次 量 妨 ， 则 
万 = 
gree a 


] -不 变量 
仍 是 一 个 相似 准则 。5, 是 任意 pa 称 为 “相似 单纯 量 ”。 由 此 ， 在 准 
则 关系 式 中 可 用 鼠 和 8 的 组 合 来 代替 了 和 玫 的 组 合 。 推 而 广 之 ， 准 则 关系 是 可 表述 为 
F(T I,, Si,Ss,%,S,)=0 (2-62) 
式 中 ，1,2,…,m 和 1,2,…,r 为 正 整 数 。 
这 种 包含 有 相似 单纯 量 的 准则 关系 式 ， 实 际 应 用 更 广 ， 因 为 它 能 反映 出 个 别 参量 对 现象 
变化 的 影响 。 
















问 罗 次 参量 的 全 体 。 例 如 ， 准 则 

流体 中 任 一 点 的 速度 。 即 对 于 
性 尺寸 代入 ， 虽 然 及 准则 的 数值 
A 同 对 应 点 的 速度 值 代入 ，R, 准 则 仍 是 一 












































2.5 设计 模型 准则 和 近似 模型 


2.5.1 设计 模型 的 准则 


相似 第 二 定理 是 设计 模型 的 总 准则 。 为 使 模型 中 的 现象 和 原型 中 的 现象 相似 ， 在 设计 模 
型 时 应 遵守 以 下 几 个 基本 条 件 。 
6 全 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 5 
(1) 模型 中 的 现象 和 原型 中 的 现象 应 当 是 同类 现象 。 
(2) 对 应 瞬时 ， 在 模型 和 原型 的 对 应 点 (或 对 应 截面 ) 上 诸 定性 准则 对 应 相等 。 
(3) 模型 和 原型 必须 成 几何 相似 。 
(4) 模型 的 边界 条 件 与 原型 的 边界 条 件 必须 相似 。 
(5) 模型 的 初始 条 件 和 原型 的 初始 条 件 必须 相似 。 
现 以 设计 黏 性 不 可 压缩 流体 在 圆 管内 做 稳定 等 温 流动 现象 的 模型 为 例 ， 曾 述 上 述 条 件 如 
何 实现 。 
为 实现 第 一 个 条 件 ， 则 流体 在 模型 中 也 必须 做 稳定 等 温 流动 。 
为 实现 第 二 个 条 件 ， 则 模型 和 原型 的 雷诺 准则 和 传 鲁 德 准则 必须 相等 。 
为 实现 雷诺 准则 相等 ， 则 模型 尺寸 与 模型 中 流体 流动 速度 应 服从 关系 式 (2-33) ， 即 
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ji G 
着 模型 采用 与 原型 同样 性 质 的 介质 ， or =1C, =1， 则 上 式 变 为 


旋 志 2 (2-63) 


这 就 是 说 , 在 所 述 条 件 下 , 为 实现 模型 各 原 匡 竟 雷 诺 准 则 相等 ， 当 模型 尺寸 为 原型 的 C) 倍 时 ， 
a 


为 保证 weno sm det, 即 
CG=VJCC 1) (2-64) 


这 就 是 说 ， ee 为 实现 模型 二 鲁 德 准则 相等 ， 当 模型 尺寸 为 原型 的 C) 倍 
ee 
时 ， 网 在 村 型 人 的 流速 为 原型 的 C? 倍 。 
显然 ， 当 模型 采用 与 原型 相同 性 质 的 流体 时 ， 式 (2-63) 和 式 (2-64) 的 要 求 无 法 同时 满足 。 
因此 ， 模 型 和 原型 不 能 采用 相同 性 质 的 流体 。 因为 流体 的 运动 攻 度 y= 孝 ， 则 c = 立 ， 把 它 
p 




















代入 式 (2-33) 可 得 


C, = 之 (2-65) 








式 (2-64) 和 式 (2-65) 可 得 














C=0 

这 就 是 说 ， 为 实现 模型 和 原型 的 雷诺 和 傅 鲁 德 准则 相等 ， 则 模型 应 满足 下 列 两 个 条 件 : 当 模 
1 

型 尺寸 为 原型 的 C, 倍 时 ， 模 型 中 流体 的 流速 应 为 原型 的 CP 倍 模型 中 流体 的 运动 秋 度 应 为 


3 
原型 的 CP 倍 。 
为 实现 第 三 个 条 件 ， 应 取 模 型 的 圆 管 直径 和 长 度 为 原型 的 C; 倍 。 边 界 条 件 相似 包括 入 口 


@2 
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和 出 口 以 及 管 壁 流体 流速 相似 。 试 验 表 明 ， 黏 性 流体 在 管道 中 流动 时 ， 不 管 入 口 处 速度 分 布 
如 何 ， 流 经 一 定 距离 后 ， 速 度 分 布 皆 趋 于 一 致 。 因 此 ， 入 口 和 出 口 处 的 速度 相似 一 般 无 须 专 
门 保证 ， 而 上 只 要 保证 入 口 和 出 口 的 几何 相似 即 可 。 由 于 模型 和 原型 的 壁面 处 的 流体 的 流速 皆 
为 零 ， 故 壁面 处 的 流速 相似 自然 得 到 保证 。 

因为 是 稳定 流动 ， 所 以 不 可 计 初 始 条 件 相 似 这 一 条 件 。 


2.5.2 ”近似 模型 和 畸变 模型 理论 


实际 上 ， 由 于 客观 现象 一 般 均 较 复杂 ， 现 象 的 定性 准则 相应 的 有 好 几 个 ， 所 以 ， 在 设计 
模型 时 ， 要 完全 满足 相似 第 二 定理 所 规定 的 条 件 往往 是 很 困难 的 ， 甚 至 是 无 法 实现 的 。 随 着 
定性 准则 数量 的 增加 ， 模 型 的 实现 就 越 困 难 。 例 如 上 述 的 例子 ， 要 实现 模型 中 流体 的 运动 符 


3 

度 为 原型 的 CF 倍 是 较 困 难 的 。 Wai 把 不 能 完 
全 满足 相似 第 二 定理 的 模型 称 为 近似 模型 。 

在 实际 工作 中 ， 经 常 需 采用 近似 模型 。 根 据 实践 检 
方法 是 比较 可 行 的 : 即 根据 所 研究 现象 的 具体 情况 ， 
的 ， 于 是 可 于 和 流体 人 过 动 的 和 N 










































































， 些 场合 下 ， 下 述 设计 近似 模型 
哪些 条 件 是 次 要 的 ， 不 起 决定 性 作 
贷 型 易于 实现 又 不 至 于 引起 较 大 的 偏差 。 









































例如 ， 对 于 于 人流 体 做 强 这 流动 的 现 旭 * 宇 要 作用 的 是 条 江 力 ， 因 此 ， ER 
的 雷诺 准则 R, 是 主要 的 ， 1 值 应 保证 与 原型 相等 。 而 重力 的 影响 很 小 ， 
以 反映 重力 作用 的 合生 德 准则 忆 这 样 ， 描 述 注 休 流动 条 的 准则 基 宁 是 
可 近似 的 表述 为 a 


方法 进行 的 ， 谋 昂 语 侈 介绍 和 

对 于 黏 性 济 由 流动 的 现象 ， 起 主要 作用 的 是 重力 ， 因 此 反映 重力 作用 的 傅 鲁 德 准 则 
是 主要 的 ， 在 设计 模型 时 ，FF 值 应 保证 与 原型 相等 ， 而 雷诺 准则 可 不 予 考 虑 。 这 样 ， 描 述 黏 
性 流体 自由 流动 现象 的 准则 关系 式 可 近似 表述 为 

E,=/f(F,) 

显然 , 上述 近似 模型 设计 方法 有 很 大 的 局 限 性 , 某 些 研究 工作 者 为 寻求 普通 性 解决 办 法 ， 
是 出 了 畸变 模型 理论 。 相 对 于 原型 来 说 ， 定 性 准则 数值 有 畸变 的 模型 称 为 畸变 模型 。 畸 变 模 
型 理论 的 基本 思想 是 ， 既然 描述 现象 是 准则 关系 式 可 表述 为 式 (2-16) 所 示 的 形式 ， 因 此 ， 如 
用 畸变 系数 来 表示 模型 的 各 定性 准则 相对 于 原型 的 畸变 程度 ， 然 后 通过 理论 分 析 或 试验 的 方 
法 一 定 能 求 得 一 个 推导 系数 ， 用 它 对 畸变 模型 试验 求 得 的 各 非 定性 准则 值 进行 修正 ， 以 使 其 
适用 于 原型 。 假 定 ， 描 述 某 现象 的 准则 关系 式 为 
.=A (2-66) 
式 中 ， 玫 为 非 定性 准则 ;， 瑟 、 有 三、 二 为 定性 准则 ，A4、p、g、r 为 某 一 常数 。 

如 在 设计 模型 时 ， 只 满足 了 友 相等 , 而 二 和 7 不 相等 ， 即 有 畸变 。 上 述 畸 变 程度 可 引 

畸变 系数 及 来 描述 ， 即 


人 LR 
,ge 少 用 汽车 模型 进 4 Ra 学研 究 时 ， 就 是 根据 上 述 方法 近似 
SX 












































hn = P17h, 1h = P31h, Tn = Bl 
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式 中 , 带 有 下 标 “m ”的 表示 畸变 模型 的 相似 准则 ， 不 带 下 标 “m ”的 表示 原型 的 相似 准则 。 
根据 准则 关系 式 (2-66) 就 可 求 得 畏 变 系数 与 推导 系数 的 关系 式 
5- TAMmmm 
oI, A(BILY BIDY I 
式 中 ，@ 为 万 的 推导 系数 。 
这 样 ， 当 按 及,、 甩 ,和 灰 进行 模型 试验 求 得 /7,, 后 ， 就 可 由 式 (2-67) 求 得 原型 的 77 为 
[=67 
进而 就 可 以 确定 描述 原型 的 准则 关系 式 
GT, = A IE I 
上 述 轩 变 模型 理论 为 畸变 模型 的 应 用 提供 了 理论 基础 。 但 是 ， 由 于 在 实际 工作 中 ， 描 述 
显现 的 准则 关系 式 事先 往往 是 不 知道 的 。 因 此 ， 应 用 上 述 理论 彝 钙 决 实际 问题 有 时 还 是 较 轩 
We 


= 房 " 记 " (2-67) 
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2.6 ”相似 理 座 应 用 举例 








2.6.1 汽车 模拟 风 洞 试验 
汽车 模拟 风 洞 试验 是 进 年 浆 革命 气 双 








图 2.6 ”直流 式 风 洞 结构 示意 图 
1 一 动力 装置 ，2 一 轴 流 式 鼓 风机 ;3 一 汽车 模型 ，4 一 蜂窝 器 ，5 一 测量 装置 


汽车 模拟 风 洞 是 以 相似 理论 为 依据 的 。 在 试验 时 ， 以 不 动 的 汽车 模型 经 受 作 强迫 流动 的 




















空气 作用 来 模拟 汽车 在 道路 上 行驶 时 所 受到 的 空气 流 的 作用 。 如 2.5 节 所 述 ， 在 这 种 情况 下 ， 
根据 相似 第 二 定理 ， 当 模型 与 原型 成 几何 相似 、 雷 诺 准 则 相等 以 及 实现 边界 条 件 相似 时 ， 则 
汽车 模型 在 风 洞 中 所 受到 的 空气 流 的 作用 将 类 似 于 汽车 在 道路 上 行驶 时 所 受到 的 空气 流 的 作 
。 这 样 ， 按 相似 理论 整理 的 风 洞 试验 数据 将 适用 于 汽车 的 实际 使 用 情况 。 

实现 雷诺 准则 的 数值 相等 是 由 风 洞 设施 来 保证 的 。 如 图 2.6 所 示 的 风 洞 ， 由 动力 装置 1 
驱动 的 轴 流 式 鼓风机 2 用 来 产生 沿 箭头 方向 的 空气 流 ， 空 气流 的 速度 靠 改变 鼓风机 的 转速 来 
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实现 。 风 洞 的 前 部 做 成 逐渐 收缩 状 构成 一 个 收缩 段 ， 
蜂窝 器 4 的 作用 是 减 小 气流 的 亲 流 ， 使 流向 收缩 段 的 空气 




















因此 , 气流 被 平稳 的 加 速 后 流向 试验 段 。 
流 均 匀 。 在 试验 段 中 放置 试验 用 的 
汽车 模型 3, 并 设 有 相应 的 测量 装置 5, 此 处 空气 流 的 流速 应 根据 雷诺 准则 数值 相等 这 一 
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来 选取 。 具 体 地 说 为 使 汽车 模型 风 洞 试验 的 雷诺 准则 与 汽车 在 道路 上 行驶 时 相同 ， 即 





pyr _ pr 


7 7 
标 有 上 标 “'” 的 表示 汽车 原型 使 用 中 的 参量 











式 中 ， 




















， 标 有 “"” 的 表示 汽车 模型 试验 中 的 参量 。 
由 于 风 洞 中 的 气压 式 是 标准 的 大 气压 ， 空气 流 的 性 质 与 大 气 中 相同 , 所 以 "=7",p'=p"。 








这 样 ， 当 汽车 模型 较 汽车 原型 缩小 某 一 倍数 时 ， te 
大 同样 的 倍数 。 国 外 汽车 模型 多 采用 1 : 4、1 : 5、1 : 10 等 几 种 比例 。 汽 车 模型 设计 得 大 一 











些 ， 同 样 风速 下 模拟 的 车 速 高 一 些 ， 神 抄 斌 蛤 的 六 确 度 世 将 高 
汽车 在 道路 上 行驶 时 ， 除 其 轮子 与 地 面 接触 外 ， 其 你 
中 ， 上 述 边界 条 件 只 能 做 到 近似 的 相似 。 在 风 洞 中 ， 气 
使 空气 绕 流 模型 的 状态 产生 畸变 ， 在 大 多 数 情况 
准确 度 降低 。 为 保证 试验 有 足够 的 准确 度 ， 汽 
9 10%。 另外 ， 汽 车 在 道路 上 行驶 时 ， 空 气 

层 。 而 韦 验 中 ， 如 把 汽车 模 ， 人 
i 层 















板 上 ， 因 空 






车 轮 就 会 部 分 地 沉 ; 


妈 中 。 


























漆 。 汽 车 


空气 阻 为 可 用 NS 
































Pp,=CpAv’ 
式 中 ，C 一 一 汽车 流线型 系数 ; 
4 一 一 汽车 的 迎风 面积 ; 
v 一 一 汽车 与 空气 的 相对 速度 。 
地 面 上 空气 密度 p 变化 甚 小 ， 可 视 为 常数 ， 因 此 对 某 
一 具体 的 汽车 来 说 ，Cp 也 可 视 为 一 个 常数 ， 用 Co 表示 ， 
称 为 空气 阻力 系数 。 汽 车 的 空气 阻力 系数 可 以 用 汽车 模型 Cc 





























风 洞 试验 测 得 。 在 做 风 洞 试验 时 ， 利 用 风 洞 设施 中 的 测 
力 装置 测 得 模型 在 气流 速度 为 w" 时 的 空气 阻力 尼 后 ， 就 可 
上 式 算出 流线型 系数 C。 由 于 C 是 一 个 无 因 次 量 ， 所 以 
对 模型 和 原型 其 数值 相等 。 因 为 p"=p' ， 所 以 ， 汽 车 模型 
在 气流 速度 为 vw" 时 的 空气 阻力 系数 Cb ,也 就 是 汽车 原型 在 
行驶 速度 为 Cv"(C, 为 汽车 模型 的 相似 倍数 ) 时 的 空气 阻力 
系数 。 为 设计 空气 阻力 小 的 车 身 , 有 人 曾 利 用 图 2.7 所 示 的 



































































洞 的 四 壁 所 包围 ， 
;XE 会 产生 附加 的 作用 力 ， 
J 的 迎面 面积 不 应 大 于 风 洞 试验 段 截面 积 
面 是 静止 的 ， 
气相 对 于 支承 而 有 运动 ， 因 而 会 
产生 ] 目前 尚 无 一 种 切实 可 行 的 实现 边界 条 件 相似 
4 方法 。- i 院 度 的 方法 是 Ra 
和 多 采用 的 方法 风 泪 i 成 ， 小 型 风 洞 也 有 用 木板 制 成 的 ， 
而 要 仔细 地 涂 型 量 好 的 木材 制 成 。 
空气 阻力 系数 来 说 明 - 上 ie 由 空气 动力 学 得 知 ， 汽 车 所 受 的 
六 


sk 中。 在 汽车 模拟 风 洞 


而 使 试验 的 








因此 在 路 面 上 不 存在 附加 








[gj 


2.7 积木 式 汽车 模型 
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职 木 式 模型 进行 风 洞 试验 。 图 中 的 字母 表示 各 种 形状 的 积木 模型 。 如 将 模型 的 头 部 和 尾部 采 




















不 同 的 组 合 后 进行 风 洞 试验 ， 就 可 测 得 各 种 形状 的 车 身 在 相应 的 行驶 速度 下 的 空气 阻力 系 









































数 ( 表 2-4) 。 
表 2-4 空气 阻力 系数 
模型 后 部 形状 术 于 前 部 形 六 
F E | C 

W 0.02160 0.01950 0.0185 | 0.01860 

x 0.02145 0.01610 00141 | 0.0147 

V 0.02010 0.01560 0.0131 | 0.01225 

区 0.01500 0.01075 0.00780 

上 人 于 网 试验 技术 可 以 缩短 汽车 改 型 和 新 设计 车 赔 5 的 能 节省 大 量 的 费用 。 

但 值得 指出 的 是 ， 制 作 与 实物 准确 相似 的 模型 是 于 寺内 类 和 汪 
机 内 部 的 气流 和 压力 分 布 也 是 不 可 能 完 : 现 at 


可 能 的 。 因 此 ， 模 型 试验 结果 总 会 有 误差 
洞 试 验 数 据 必须 由 实测 的 经 验 数据 进行 修正 后 > 
最 好 用 原型 进行 风 洞 试验 。 目 前 供 汽车 原型 
的 应 上 SS 


2.6.2 ”轮胎 牵引 性 能 的 研究 > 





























吧 | 力 和 其 下 陶 


轮 式 熙 辆 的 率 引 性 外 并 类 能 胎 与 eh 


% 











i) 的 相互 作用 。 
时 ，1965 年 FREITAG 提 


到 可 以 大 到 40%。 通 常 ， 模型 风 
Vy 用 ， 要 想 取得 较 准 确 的 试验 数据 ， 
用 的 各 种 风 洞 ( 又 称 整 车 风 洞 ) 获得 越 来 越 多 


影响 轮胎 与 土壤 相互 




























































































作用 的 因素 很 多 ， 侦 轮胎 所 能 4 
出 由 表 2-5 所 3 N44 而 它们 有 影响 。 论 分 析 法 去 探 力 、 下 陷 量 与 这 些 量 之 间 
的 函数 关系 是 难 的 ， 人 们 普遍 地 借助 于 相似 理论 和 因 次 分 析 法 ， 并 采用 模型 试验 研究 
方法 。 
表 2-5 
量 9 因 次 ( 力 系统 ) 因 次 ( 力 系统 ) 
直径 d [中 载荷 W [A] 
表征 轮胎 断面 宽 b [器 速度 vy [BR | 
的 参量 断面 高 H 加 二 | 打滑 率 6 [1 
a 轮胎 土壤 摩 
径 向 变形 h [2] 擦 系数 Ed Iu 
内 摩擦 角 $ 钙 重力 加 速度 | g 区 ys] 
内 聚 力 ec 牵引 力 [P] 
比重 7 
取决 于 应 变 率 | 4 下 陷 量 Zz 2 
的 抗 剪 切 强度 
由 表 2-5 可 知 ， 表 征 现象 的 诸 参 量 中 因 次 独立 的 参量 的 数目 为 3， 参量 总 数 为 15 个 ， 所 
以 独立 的 相似 准则 的 完整 集合 根据 式 (2-60) ， 只 能 包括 12 个 相似 准则 。 根 据 相 似 准则 的 无 因 





OO 
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次 属性 和 典型 相似 准则 形式 的 知识 ， 可 直接 确定 出 下 列 相似 准则 ; 
Z b 
有 = 二 :人 4) = 





¥H h d 
友 (5)= 二 ,14(S)= 记 ,M4(S)= 忆 = 茹 











如 在 模型 试验 时 ， 取 yj、#p、5 与 原型 的 相同 ， 则 可 把 jy 、#p、5 当 作 相似 准则 。 因 此 ， 
尚 需 确定 余下 的 3 个 。 现 选 定 因 次 相互 独立 万 、d 和 wv 为 基本 量 ， 列 出 内 聚 力 c 、 比 重 y 和 
抗 剪 切 强度 B 的 因 次 公式 : 











[= [a 
[7]=[WT[aT [oT 
[B=[WJ" [ay [oy 人 论 
根据 式 (2-68) 列 出 相应 的 因 次 关系 式 。 We A$ 
[FL rg 
对 于 比重 有 
A PLT 
对 于 抗 剪 切 强度 有 


i 7]=[FY wi 
比较 上 述 三 式 的 相同 因 闫 毅 措 煞 ， ne 


2 =1 = =1 
NX a ,3 本 
一 21 = 1 


解 上 述 三 个 方程 式 组 可 得 相应 的 三 组 解 : 


(2-68) 





把 上 述 三 组 解 代入 式 (2-68) ， 即 可 求 得 余下 的 3 个 相似 准则 : 





在 上 述 12 个 相似 准则 中 ， 区 和 为 非 定性 准则 ， 这 样 描述 牵引 力 和 下 陷 量 的 准则 关系 


可 表达 为 
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上 述 准则 关系 式 中 ， 有 10 个 定性 准则 ， 按 相似 第 二 定理 的 要 求 ， 在 设计 模型 时 ， 必 须 使 
这 10 个 相似 准则 的 数值 与 原型 的 相等 , 这 一 点 实际 上 是 办 不 到 的 。 现 按 下 列 假设 来 组 织 模型 
试验 








(1) 只 分 析 研 究 两 种 极端 情况 ， 一 种 为 “ 纯 黏 士 ”的 土壤 条 件 ， 即 多 = 0; 另 一 种 为 “ 纯 
》 士 ”的 土壤 条 件 ， 即 c=0。 在 纯 符 士 条 件 下 ， 以 平均 圆锥 指数 o 来 综合 表征 番 士 土壤 的 性 
能 ; 在 纯 砂 土 条 件 下 用 圆锥 指数 梯度 G 来 表征 比重 y ， 并 保持 8 为 常数 。 

(2) 试验 在 同一 速度 和 滑 转 率 下 进行 。 在 试验 速度 范围 内 ，F 影响 很 小 , 忽略 不 计 五 
准则 。 

(3) 试验 用 轮胎 的 及 和 4b 近似 相等 。 

基于 这 些 假定 ， 准 则 关系 式 就 可 被 简化 成 如 下 形式 。 
在 黏土 条 件 下 


"a i A 
在 砂 土 条 件 下 WN 


W、 H'd 
这 样 ， 如 模型 试验 所 用 的 土 le 贰 型 与 原型 的 线性 尺寸 的 相似 倍数 
取 为 C, ， 则 在 黏土 条 件 下 模型 据 党 


9 cd? 于 


0 Gy 应 满足 效 






























































载荷 比 ( 即 载 尖 


式 中 ， 标 有 脚注 的 为 模型 的 参量 。 同 理 ， 在 砂 土 条 件 下 ， 载 荷 比 应 满足 


3 
= 你] as 
W d 


作为 例子 , 图 2.8 表示 了 尺寸 为 9.00 一 14 轮胎 (可 看 作 原 型 ) 与 4.00 一 7 轮胎 (近似 地 作为 
C = 的 模型 ) 在 上 述 儿 项 假定 情况 下 ， 在 穆 土 中 的 试验 结果 。 由 图 中 曲线 可 见 ， 模 型 和 原型 
4 试验 结果 是 相 吻合 的 。 这 也 说 明 上 述 假设 是 可 行 的 。 根 据 图 示 的 曲线 形状 和 模型 试验 数据 
就 可 导出 在 笑 土 条 件 F 亏 、 和 与 4 的 关系 式 ， 以 供 设计 轮胎 车 辆 行走 系 参考 用 。 


相似 理论 和 因 次 分 析 方法 还 可 用 来 指导 组 织 实物 试验 和 整理 试验 结果 ， 在 很 多 场合 中 ， 
由 此 能 方便 地 得 到 有 价值 的 结论 。 
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ee 
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2.8 ”轮胎 在 黏 士 中 的 试验 曲线 
逻 =0.35 6=20% 
五 


2.6.3 ” 轮 式 越野 车 辆 的 轮胎 选择 和 性 能 预测 
轮胎 的 尺寸 、 形 状 和 结构 对 车 辆 的 使 用 性 能 有 : 
选择 轮胎 和 预测 性 能 提供 依据 ， 美 国 水 道 试验 
内 外 试验 ， 并 得 出 了 很 有 实用 价值 的 结论 。 让 
述 轮胎 -土壤 系统 的 准则 关系 式 。 RS 


在 型 砂 中 是 
2 (入 (2-69) 
在 黏土 中 是 
和 en 
Ni 


式 中 ， A 

忆 一 一 轮胎 产生 的 牵引 力 ，N; 

丈 一 一 轮胎 的 载荷 ，N; 

Z 一 一 轮 胎 的 下 陷 量 ，cm; 

4 一 一 轮胎 的 名 义 直 径 ，cm; 

5 一 一 无 负荷 时 轮胎 的 横断 面 宽度 ，cm; 

有 一 一 轮胎 的 径 向 变形 量 ，cm:; 

五 一 一 轮胎 的 断面 高 度 ，cm:; 

c 一 一 土壤 的 内 聚 力 ， 用 土壤 的 圆锥 指数 来 表示 。 土 壤 的 圆锥 指数 定义 为 : 锥 角 
为 30" 、 锥 底面 积 为 3.23cm? 的 圆锥 形 压 头 ， 以 3.05cm/s 的 速度 重 直 穿 透 土 壤 
时 、 压 头 上 每 单位 底面 积 所 需 施 加 的 力 ，kN/m2) ; 
G 一 一 土壤 圆锥 指数 梯度 (MN/m) ， 对 于 基本 上 呈 摩 擦 性 的 土壤 ，G 是 由 随 深度 而 变化 

的 圆锥 指数 曲线 的 斜率 在 整个 测量 深度 上 的 平均 值 来 表示 ， 测 量 深度 为 15cm。 


, 一 分 别称 为 运动 阻力 系数 、 牵引 力 系 数 和 下 陷 量 系数 ， 统 称 为 轮胎 性 能 系数 。 


© 








的 影响 ， 为 给 轮 式 越野 车 辆 设计 时 ， 
运用 相似 理论 有 关 概 念 组 织 进行 了 室 
# 相 似 理论 和 因 次 分 析 法 ， 确 定 如 下 的 描 
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为 探求 上 述 准则 关系 式 的 具体 形式 , 该 试验 室 用 10 种 形状 、 尺 寸 和 结构 各 不 相同 的 轮 
在 室内 土 模 中 进行 了 单 轮胎 试验 。 试 验 是 在 下 述 情况 下 进行 的 : 
(1) 在 两 种 土壤 中 进行 试验 : 一 种 是 近 于 饱和 的 、 高 塑性 的 、 基 本 上 完全 呈 符 性 的 黏 士 ; 
一 种 是 在 空气 中 自燃 干燥 的 ， 基 本 上 完全 呈 摩 擦 性 的 砂 土 。 
(2) P、P 和 Z 是 在 滑 转 率 为 20% 时 ， 即 接近 最 大 这 引力 情况 下 测定 的 。 


对 试验 所 得 数据 进行 分 析 后 发 现在 黏土 中 ， SE 了 芝 与 相似 准则 


于 
 W\H 诗风 

2d 
存在 非常 确定 的 关系 ， 如 图 2.9 所 示 。 图 中 实 线 是 圆滑 化 后 的 曲线 ， 两 旁 虚 线 所 示范 围 ， 
指 有 68% 的 试验 数据 落 在 这 一 范围 内 。 该 试验 室 称 末 a ee 参数 。 


相似 准则 及 实际 上 是 根据 2.4 ne (2-70) 中 人 款 让 = 本 


定性 准则 经 下 式 准 
dd» 2 

六 二 2 Se 

过 H 


转换 而 得 。 而 在 砂 土 中 ， He 风 


及 这 
在 非常 确定 er 友 称 为 本 二 中 的 消 隔 竹 能 的 和 本 预测 参数 。 同样， 相似 淮 则 是 由 


了 落 
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(2-69) 中 人 全 三 个 定性 准则 经 下 式 


学 

3 2 

me 
w H\d 































































































上 上 = 上 
0 5101520 25 30 0 10 15 20 25 30 0 510152025 30 
cbd cbdihlt 1 cbd{h 
Tew 多 者 天 i 三 区 全 入 过 We 等 辐 让 
24 2 


2.9 ”黏土 中 轮胎 性 能 参数 与 基本 预测 参数 的 关系 
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实际 车 辆 在 室外 实地 试验 结果 ， 十 分 近似 地 再 现 了 上 述 规律 性 。 例 如 ， 实 际 车 辆 在 野 
外 湿 的 细 粒 状 土壤 (相当 于 竹 士 ) 中 的 试验 结果 如 图 2.10 所 示 。 在 对 应 的 基本 预测 参数 值 时 ， 


图 2.10 中 的 包 值 比 图 2.9 中 的 小 而 之 什 则 相反 。 这 是 由 于 : 


(1) 试验 车 辆 各 个 车 轮 的 滑 转 率 各 异 ， 不 能 都 为 20%。 
(2) 作用 在 轮胎 上 的 载荷 抖动 使 性 能 下 降 。 









































轮胎 八 寺 不 辆 

0 一 42X40 一 16 MEXA 10X10 
A 一 48X31 一 16 MEXA 8X8 
x 一 14.00 一 8 XM 410E1 

+ 一 23.1 一 20 癌 木 拖 不 

































































N= 洛 向 1 







淘 凶 组 粒状 a 
T 蔡 代 贺 锥 指 Sr 2.10 上 的 数据 分 散 现象 就 有 改善 ， 
吝 - 
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(RCDNbd, 合 - 1 
H + b 


EG 
ne 
34 
图 2.11 闭 式 丰 钙 在 时 外 温 的 组 粒状 二 卉 中行 时 轮胎 


性 能 参数 与 /7 = -coa[ 外 一 的 关系 
= 


2d 
根据 实际 车 辆 在 室外 实地 测 得 的 试验 数据 ， 该 室 提 出 如 下 经 验 公 式 。 在 接近 最 大 牵引 力 
情况 下 ， 对 于 湿 的 细 粒 状 的 黏 士 条 件 
7 
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me 
本 .0 
Ww 17'—0.95 
L000 
I7'-135 
式 中 
1 
m=- (sy 
WwW \H)1,。 
2d 
对 于 砂 土 的 条 件 


P__ -5.50 


W 1.927, +37.20 
上 述 经 验 公 式 有 重要 的 实用 价值 ， 可 用 来 分 析 轮 胎 几何 参数 和 变形 量 对 车 辆 牵引 力 的 影 
响 ， 也 可 用 来 估计 车 轮 在 砂 士 和 黏土 中 的 工作 性 能 ， 以 及 根据 设计 和 要求 来 合理 地 选择 轮胎 等 。 
2.6.4 “探求 综合 表征 履带 式 车 辆 在 各 种 土壤 条 件 下 的 方法 


众所周知 , 履带 式 车 辆 (以 及 一 切 牵 引力 UN 3| 特 性 取决 于 履带 式 车 辆 的 一 些 结构 
参数 、 土 壤 条 件 和 工作 模式 (包括 所 用 的 机 载荷 系数 等 ) 等 因素 。 按 通常 办 法 处 理 牵 
引 试验 数据 ， 并 由 此 得 到 et 只 能 表征 在 做 试验 的 土壤 条 件 下 履带 式 车 辆 的 牵 
引 性 能 。 因 此 ， 我 们 应 把 履带 式 硅 5 特性 看 成 是 5 


履带 式 车 辆 在 实际 使 用 中 ， 种 各 样 的 土 
车 辆 在 多 种 土壤 条 件 下 的 密 引 特 糙 的 方法 是 有 一 冒 


















式 车 辆 -土壤 系统 的 特 1 
以 ， 研 究 一 种 能 纺 
意义 的 。 如 果 我 们 研究 的 履带 式 车 辆 一 
次 上 述 问题 。 下 面 介绍 一 种 由 某 些 研究 工作 
表 2-6 六 种 土 填 的 po 和 值 et 的 , 综合 表征 茶 民 3 履带 式 车 辆 在 各 种 十 壤 条 
下 的 牵引 力 和 对 应 的 实际 速度 的 方法 。 
某 些 研究 工作 者 提出 ， 旱 地 土壤 的 物理 机 械 性 
能 可 用 下 列 两 个 参数 来 表示 : 
(1) 表示 土壤 抗 静 载 挤 压 性 能 的 参数 m ，N/m?; 
(2) 表示 土壤 抗 动 载 挤 讨 性 能 ( 即 与 应 变速 率 
有 关 的 土壤 抗 挤 压 性 能 ) 的 参数 ，N:s/m?; 并 设计 
了 相应 的 测量 仪器 和 规定 了 计算 公式 。 某 些 土壤 的 
Po 入 实测 值 见 表 2-6。 
该 履带 式 车 辆 的 牵引 力 是 一 系列 参量 的 函数 ， 可 表示 为 
Bh =f(G,,a,P,Lo,L,t, A,b, po, Hv, hr) (2-71) 
式 中 ，G, 一 一 履带 式 车 辆 使 用 重量 ，N:; 
a 一 一 履带 式 车 辆 重心 纵向 坐标 ，m; 
PP 一 一 履带 式 车 辆 驱动 力 ，N; 
ZL 一 一 履带 接地 长 度 ，m: 
工 一 一 两 边缘 支 重 轮 的 中 心 距 ，m; 
1 一 一 履带 节 距 ，m; 


@z2 


















土壤 系统 是 相似 的 系统 ,“ 风 就 可 应 用 相似 理论 ; 
























4 一 一 履 刺 高 度 ，m 
5 一 一 履带 宽度 ，m 





及 一 一 牵引 点 高 度 ，m 
运用 





个 。 可 


对 于 确定 的 履带 式 车 辆 ， 


当 工 况 一 定时 ， 相 似 准则 全 


m/s。 


因 次 分 析 法 把 式 (2-71) 转换 成 准则 关系 式 。 为 此 ， 选 p。、 
定 的 履带 式 车 辆 来 说 ，a,L,L,t,4,hy 等 是 不 变量 。 在 这 样 情况 下 ， 独 立 的 相似 准则 
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b 和 vw 为 基本 量 。 对 于 确 
只 能 有 四 























BR Eb wGl, 
Po “pob” Pob 
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进而 可 以 通过 试验 来 建立 其 
用 条 件 ， 选 
土壤 条 人 


余 三 个 相似 准则 之 间 的 关系 。 
择 具有 代表 性 的 六 种 土壤 条 件 (这 六 种 了 











上 : 壤 的 


于 


得 上 述 三 个 相似 准则 的 值 。f 


根据 2.3 节 所 述 方法 求 得 相似 准则 ， 进 而 式 (2-71) 可 转换 成 如 下 准则 关系 式 


(2-72) 


是 一 个 固定 值 ， 可 由 计算 而 得 。 








号 履带 式 车 辆 ， 根 据 其 使 
w 值 ， 如 表 2-6 所 示 ) ， 在 每 种 
为 例 











子 ， 就 可 
得 到 的 ， 但 由 于 这 是 相似 准则 关系 曲线 ， 
种 土壤 条 件 下 该 履带 式 车 辆 -土壤 相 但 
各 种 土壤 条 件 下 的 牵引 和 对 应 的 实绩 
种 土壤 条 件 下 (该 ee 


力 妨 和 对 应 的 实际 行驶 速记 
算出 ， 然 后 计算 上 




















FF 下 进行 牵引 试验 ， 测 得 PB. 和 对 应 的 v 值 ， 
用 图 2.12 的 形式 表示 这 三 个 相似 准则 


。 例 如 ， 
点 超 | 出 上 述 六 
7 用 相应 i 仪 









关系 。 图 中 曲线 上 各 点 虽 是 由 个 别 试验 

;将 适用 于 整个 相似 现象 群 ， 即 它 将 适用 于 各 
I 此， 图 2.12 就 综合 地 反映 了 该 履带 式 车 辆 在 
我 们 me ean 
确定 的 范围 ) 能 发 挥 多 大 的 牵引 
该 土壤 的 mm 和 4 值 后 ， 并 根据 工 况 先 

从 82 12 中 相应 的 关系 曲线 ， 找 出 对 应 的 相似 





准则 一 已 as 最 后 就 可 求 得 有 和 4， 而 不 


ew 天地 做 牵 纪 
[一 发 动机 引入 系数 =1.07， 吴 -17 





























试验 。 这 样 ， 有 利于 节省 人 力 和 物力 。 


2 一 发 动机 械 集 系数 =0.66， 全 =1.93 
四 
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2.12 某 型 号 履带 式 车 辆 I 挡 基 本 牵引 特性 图 
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2.6.5 汽车 列车 横向 摆 振 试验 研究 


1) 试验 系统 


图 2.13 所 示 为 模拟 试验 系统 的 原理 示意 图 。 模拟 试 验 台 的 活动 路 面 由 一 条 特制 的 无 接头 
环形 橡胶 带 来 模拟 ， 环 形 带 表面 进行 了 特殊 喷涂 处 理 ， 以 适应 不 同 路 面 的 特性 。 传 动 带 由 三 
相交 流 电动 机 驱动 ， 为 了 防止 活动 路 面 因 承受 挂车 模型 的 重力 而 下 垂 ， 在 活动 路 面 下 设 有 若 
干支 承 轴 。 支 承 轴 可 沿 机 架 上 的 滑 轨 移动 ， 使 之 置 于 模型 挂车 后 轮 的 下 方 。 张 紧 装置 可 保证 
活动 路 面 有 适当 的 张 紧 度 。 试 验 台 基 架 用 覃 钢 焊 成 ， 由 四 个 可 调 支 座 支 承 ， 调 节 各 个 支 座 的 
升降 螺杆 ， 可 改变 活动 路 面 的 纵向 和 横向 坡度 。 








































































RS232/485 














we 


A: 加 述 度 传感器 P: 电位 计 S: 二 克 亿 相 人 J a 
M: 转向 电机 T: 转让 
六 横 氛 加 迷 度 _w 横 扣 角 


2.13 ”模拟 试验 系统 示意 图 


异 助 变频 器 改变 电动 机 的 输入 频率 ， 使 其 模拟 的 汽车 列车 运动 状态 发 生变 化 ， 改 变 拖 动 
系统 中 环形 带 的 速度 来 模拟 汽车 列车 的 起 步 、 加 速 、 减 速 、 匀 速 、 制 动 等 工 况 。 模 型 车 辆 的 
结构 框图 如 图 2.14 所 示 。 工 控 机 作为 人 机 交互 系统 ， 为 上 位 机 ， 台 达 VFD-M 型 变频 器 为 下 
位 机 。 系 统 采 用 主 从 应 答 方式 , 利用 RS-485 串 行 口 进行 双向 数据 、 命 令 、 状 态 等 信息 的 传输 。 
让 和 洒 维 调 速 循环 式 牵引 方案 ， 通 过 环形 橡胶 带 的 拖 动 来 模拟 汽车 列车 的 各 种 工 况 。 
于 外 廓 太 寸 和 重力 等 参数 的 约束 ， 在 设计 模型 车 辆 时 整体 方案 要 考虑 机 械 传动 系统 与 
控制 系统 的 布局 合理 性 。 ee 多 种 因素 ， 转 向 机 构 采 用 齿轮 
传动 并 以 直流 电动 机 作为 动力 ， 由 两 对 直 齿 圆柱 齿轮 将 动力 以 开 环 形式 传递 给 转向 和 行走 机 
构 。 速 度 与 方向 a 


Ox* 
a 






: 转 问 角 
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2) 相似 准则 
) 量 纲 分 析 So 
在 采用 RayLeigh 法 对 模型 车 进行 相 we 析 时 ， 选 取 的 有 关 参 数 ， 见 表 2-7。 








- 般 运 动 方程 为 


CPLD 六 5mLD=0 (2-73) 
根据 因 次 和 谐 条 件 ， 可 列 出 各 指数 wx 之 间 的 关系 方程 为 


ata,+Q;=0 





oa +20, + + to =0 (2-74) 
-0 -0 -20 -Qs—2a;=0 
先后 取 (@,Q@,@) 为 (1.0,0) 、(0,1.0) 和 (0,0,1) ， 就 可 确定 (ws,as,as,ay) ， 并 排 成 x 矩阵 形 
式 ( 表 2-9) 。 
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表 2-9 7 矩阵 列表 

















由 7 矩阵 列表 ， 可 导出 有 关 相似 准则 分 别 为 


| 综合 Pad ee 
求 ， 采 用 图 2.15 所 示 的 满足 准则 的 汽车 列车 的 挂车 模 

图 245 半 挂 车模 型。 型 。 模 型 车 数据 见 表 2-10。 a 
表 2-10 ”模型 AS 


人 
列车 质量 /kg | 转动 惯量 /kgm* | 长 > 宽 > 高 mxmxiNS) 轮 距 mm“ | 。 后 悬 m | 加 脸 























溢 





) 轮胎 模型 的 相似 准则 
上 于 橡胶 的 应 力 - ri Wm. 故 试验 中 各 i 型 相同 的 橡胶 材料 。 轮胎 中 支配 
现象 相似 的 sn 、 币 线 应 2 。 轮 胎 帘 线 用 的 纤维 ， 是 将 单 纤 
型 


维 拟 合成 束 后 再 拟 合 而 有 结构 复杂 2 使 其 完全 > 相似 非常 困难 。 因 此 ， 试 
验 中 采用 与 原型 村 相 eg ee 按 相 似 理论 确定 相似 法 则 并 将 其 适度 
放宽 ， Wt 得 线 的 根 数 计算 公 








多 





和 (2-75) 
到 F 
式 中 ， 厂 ,一 一 帘 线 应 力 产生 的 力 ， 瑟 ad Fmd 





环 一 一 橡胶 应 力 产 生 的 力 ，F.=of?，F'=o'1?; 
0 一 一 帘 线 应 力 ; 
7 一 一 帘 线 的 根 数 ， 


4 一 一 帘 线 的 直径 。 








因 模 型 与 原型 的 材料 相同 ， 故 ao=o ， 又 因 模型 与 原型 的 窒 
同 ， 所 以 d=d'，o. =ca' 。 由 此 可 得 



































轮胎 的 动力 学 特性 对 车 辆 的 动力 学 特性 起 着 至 关 重 要 的 作 
。 以 9.0 一 20 轮胎 为 原型 ， 根 据 相似 原理 并 结合 试验 ， 设 计 制 作 
图 216 相似 轮胎 模型 。 了 图 2.16 所 示 的 空心 橡 及 轮胎 。 
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3) 试验 分 析 


(1) 速度 变化 的 影响 分 析 

一 组 模型 试验 仿真 结果 与 数字 仿真 分 析 结 果 的 对 比如 图 2.17 所 示 。 

图 2.17(a) 表 明 汽车 列车 在 低速 条 件 下 的 横向 摆 振 是 一 个 正弦 渐 衰减 过 程 。 保 持 在 某 恒定 
车 速 直线 行驶 ， 在 开始 阶段 列车 摆动 的 振幅 较 大 ， 随 着 时 间 的 推移 ， 挂 车 摆 振 逐渐 趋 于 平稳 
是 一 种 稳定 工 况 ， 随 着 车 速 的 提高 ， 横 向 摆动 振幅 衰 渐 率 减 小 且 周 期 变 短 [图 2.17(b)]。 在 计 
算 机 仿真 中 进一步 提高 车 速 ， 可 看 到 摆 振 将 演化 为 等 幅 振荡 。 从 表象 上 来 看 ， 汽 车 列车 运动 
状态 似乎 稳定 ， 但 在 实际 工 况 下 由 于 不 确定 外 界 因素 的 扰动 ， 等 幅 摆动 工 况 极 易 转 化 为 振幅 
增益 的 不 稳定 工 况 ， 故 是 一 种 极度 危险 的 工 况 。 正 常 的 轻微 蛇行 运动 是 允许 存在 的 ， 但 当 车 
辆 运行 速度 达到 或 超过 临界 车 速 时 ， 蛇 行 运动 将 进入 失 稳 状态 ， 左 右 横 摆 振幅 将 越 来 越 大 且 
不 可 逆转 恢复 。 
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时 间 变 化 曲线 


: 速 汕 于 理论 临界 车 速 时 才 会 出 现 。 国 际 上 通常 以 挂车 
振幅 的 衰减 比 作为 失 稳 判 据 。 在 汽车 列车 横向 摆 振 的 模型 试验 中 还 发 现 ， 如 果 道 路 和 速度 条 
件 仍然 具备 ， 摆 振 就 能 够 在 相当 长 的 距离 内 持续 ， 既 不 无 限 扩展 也 不 轻易 衰减 ， 而 且 具 有 相 
当 稳 定 的 振荡 频率 特征 。 有 时 ， 在 初 扰 动产 生 的 两 段 曲线 运动 之 间 所 夹 的 直线 上 也 会 出 现 横 
向 摆 振 。 
(2) 频率 特性 分 析 
为 了 分 析 半 挂车 横向 摆 振 的 频率 特性 及 频率 范围 ， 对 升 速 过 程 的 横 摆 响应 信号 做 快速 傅 
里 叶 变 换 (FFT) 分 析 得 到 图 2.18， 图 中 纵 坐 标 为 功率 谱 密度 。 
由 图 2.18 可 见 , 半 挂 汽车 列车 直线 行驶 横向 摆 振 属于 低频 范围 内 的 振动 。 随 着 车 速 增加 ， 
自 摆 振 的 频率 有 所 增 大 。 但 从 总 体 上 来 说 ， 摆 振 频 率 低 于 0.5Hz。 横 摆 运 动 时 的 频率 并 不 
固定 的 , 实际 上 不 同 速度 下 的 蛇行 周期 运动 的 频率 并 不 是 定 值 , 而 是 随 着 运动 速度 的 提高 
蛇行 周期 运动 的 频率 也 加 快 。 这 与 动力 学 理论 分 析 是 一 致 的 。 
(3) 半 挂 车 轴 距 的 影响 分 析 
由 试验 得 到 的 一 组 在 相同 车 速 下 ， 横 向 摆动 振幅 随时 间 变 化 的 曲线 ， 如 图 2.19 所 示 。 图 
中 试验 3 为 标准 牵引 点 位 置 ， 试 验 1 为 将 牵引 点 从 标准 牵引 点 位 置 处 后 移 1.5cm， 试 验 2 为 
将 标准 牵引 点 位 置 前 移 1.5cm。 由 图 2.19 可 发 现 ， 随 着 牵引 点 的 前 移 ， 增 加 了 挂车 的 轴 距 ， 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


摆动 振幅 的 瞬 态 值 和 稳 态 值 都 有 所 减 小 ， 随 着 牵引 点 的 后 移 ， 减 小 了 挂车 的 轴 距 ， 摆 动 的 幅 














值 有 所 增加 。 图 2.19 还 表明 , 在 一 定 范围 内 , 轴 距 的 扩大 有 利于 提高 汽车 列车 的 运动 稳定 性 。 
1.4 
i 
遍 v=40km/h 
S08 = 
& 06 芝 
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图 2.19 不 同 牵引 点 位 置 下 的 横 摆 位 移 


2.6.6 “月球 车 月 面 牵 引 性 能 预测 


月 面 重 力 加 速度 约 为 地 球 的 16， 低 重力 环境 对 月 面 探测 器 的 着 陆 、 月 球 车 的 月 面 移 动 、 
月 壤 的 原 位 测量 均 会 产生 较 大 的 影响 。 在 地 面 环境 中 开展 月 球 车 移动 性 能 试验 ， 低 重力 环境 
的 模拟 很 难 实现 。 

本 节 将 从 月 球 车 的 轮 土 交互 作用 入 手 , 根据 相似 理论 及 月 壤 的 基本 特性 建立 月 壤 - 车 轮 交 
互 系统 的 地 面 力学 相似 模型 ， 对 用 于 预测 月 球 车 牵引 性 能 的 模型 试验 方法 进行 讨论 ， 并 采 
颗粒 流 法 对 提出 的 模型 试验 方法 进行 有 效 性 验证 。 

1) 月 球 车 牵引 性 能 的 模型 试验 设计 

(1) 月 壤 - 车 轮 交 互 系 统 的 量 纲 分 析 

图 2.20 为 典型 刚性 直 齿 车 轮 与 松软 土壤 的 交互 作用 示意 图 ， 其 中 z 为 车 轮 下 陷 量 ，7 为 
车 轮 基 圆 半径 ， 刀 为 齿 片 高 度 ，2 为 齿 片 间距 角 ，V 为 车 轮 移动 速度 ，w 为 车 轮 旋转 角速度 ， 
刺 为 轮 上 载荷 ， 忆 为 车 轮 挂 钩 牵 引力 ，7 为 车 轮 驱动 转 矩 。 
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图 2.20 直 齿 车 轮 松 软 土壤 交互 系统 
在 轮 土 交互 系统 的 相似 分 析 中 ， 车 轮 形状 通常 保持 不 变 ， 如 统 之 间 满 足 几何 相似 。 本 
到 为 基本 长 度量 纲 参量 。 


研究 选择 一 个 典型 的 车 轮 结 构 参量 作为 长 度量 纲 , 以 车 轮 的 寺庙 5 
土壤 密度 记 、 内 聚 力 c 、 内 摩擦 角 p 作 为 典型 的 土壤 御 体 参 问 ， 在 此 需要 重点 分 析 。 土 壤 的 
剪 切 变形 模 量 K 属于 长 度量 纲 参量 ， 在 多 数 情 A 的 变化 与 其 他 长 度量 纲 参量 (如 车 








轮 尺寸 ) 的 变化 并 不 一 致 ， 引入 开 进 行星 纲 分 致 模型 畸变 ， 而 且 K 仅 在 土壤 变形 较 
小 时 才 有 意义 ， 所 以 通常 忽 ei 复 加 载 情况 下 ， 土 壤 的 弹性 变形 量 很 小 ， 

相 比 其 塑性 变形 可 以 忽略 不 计 ， 因 此 谋士 壤 弹 性 模 量 和 泊 松 比 的 影响 。Bekker 公式 为 
反映 土壤 承 压 特性 的 半 


:经 验 公 SSL 
和 rk (2-76) 








式 中 ， 





二 让 澳 的 量 纲 中 包含 沉陷 引 数 n ， 形 式 较 为 复杂 ， 可 引入 Reece 修正 公式 来 考虑 这 
一 问题 : 

















p=(ek + (站 (2.77) 


式 中 ，y 一 一 土壤 的 容重 ; 
/一 一 y=pg ，8 为 环境 重力 加 速度 
4b 一 一 压板 的 短 边 长 度 ; 
E 板 的 下 陷 量 。 
Reece 公式 不 仅 与 实际 情况 较为 接近 ， 而 且 可 以 做 到 必 、 心 无 量 纲 化 。 需 要 注意 的 是 ， 
式 (2-76) 和 式 (2-77) 中 的 下 陷 量 z 主要 为 压板 机 器 的 静态 下 陷 量 。 由 于 月 坏 属 于 沙 性 土壤 ,而 
且 月 球 车 的 车 轮 均 为 驱动 轮 ， 所 以 还 需要 考虑 车 轮 与 月 壤 间 的 摩擦 系数 w 及 车 轮 的 滑 转 率 i 。 
综 上 所 述 ， 月 壤 车 轮 交 互 系 统 的 主要 参量 共有 16 个 ， 各 参量 及 其 对 应 量 纲 如 表 2-11 
所 示 。 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


表 2-11 月 壤 - 车 轮 系统 的 主要 参量 及 其 量 纲 




















表 2-11 采用 质量 系统 ，M 、 亏 、 了 分别 代表 质量 、 长 度 和 时 间 量 纲 。 根 据 Buckingham 
定理 ， 可 推导 出 系统 的 13 个 忌 项 ( 即 系统 的 相似 准则 ) : 


















1 =—,17,=9,1D=k, /1 
11s=n,116=4, 
2 性 - (2-78) 
人 _ 
a Er "per’ 
以 下 标 “m ”表示 模型 参 Po 到 型 和 模型 分 别 代表 月 面 和 地 面 重 
力 环境 下 的 土壤 -车 轮 交 互 
根据 相似 理论 又 和 组 模型 二 a ， 所 以 
~ /p=9p A 名 
人 
8 
的 py Or Or a Z_ Zn (2-79) 
下 
Ca 了 工 - 到 





DB。 pngnr» DB81 Dr8n 
由 式 (2-79) 可 得 月 面 重力 环境 下 车 轮 挂钩 牵引 力 和 驱动 转 矩 的 预测 方程 为 


和 
藤 - 旋 站 局 | F 
pg i 


T=2 ea jr 
pagn\m) ” 
) 模型 试验 设计 与 分 析 
A 表示 系统 参量 的 相似 常数 ， 即 K) = j /7 (7 表示 系统 参量 ) 。 月 面 重力 加 速度 约 为 
地 球 的 /6， 因 此 天, =6， 结 合式 (2-79) 可 得 
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K,=K,=K, =K,= Kx)= Ke)=1 
KS6K,, Kee6/K., R= 
K.=6K,K,,Kw =6K,K; 
Kr =6K,K;,K, =6K,K: 
式 中 ， 除 无 量 纲 参量 之 外 ， 其 他 参量 的 相似 常数 均 为 K, 的 函数 。 当 K, 1 时 ， 不 仅 需 要 制作 
不 同比 例 的 模型 车 轮 ， 还 应 配置 满足 式 (2-81) 中 相似 条 件 的 模型 试验 土壤 。 由 于 土壤 参量 
调节 较为 复杂 且 难 以 控制 ， 并 且 当 K, 值 过 小 时 还 可 能 出 现 模型 尺寸 效应 ， 因 此 ， 以 K, #1 为 
条 件 无 法 开展 有 效 的 模型 试验 设计 。 
当 K, =1 时 ， 模 型 和 原型 中 车 轮 的 形状 及 尺寸 相同 ， 同 时 还 应 满足 : 


已 = 天 ,= 天 = 无力 = = 
伦 (2-82) 


改变 土壤 的 内 聚 力 和 密度 ， 分 别 以 


(2-81) 


































K,=6K,, Kr=K,=V6,K=1 
K.=1,K.=Ky = Kr=6, 





由 于 土壤 特性 参量 的 调节 较为 复杂 ， 为 了 8 
K.=1 和 KK，=1 为 条 件 进 行 模型 试验 设计 。 

当 K, =1 时 ， 天 ,=116， 不 仅 要 求 模型 攻 路 外 土壤 的 密度 为 原 位 月 二 密度 的 1/6， 还 要 保 
证 其 他 土壤 特性 参量 与 ee 因此 采用 该 方案 开展 模型 试验 




















也 不 可 行 。 

当 K, =1 时 ，K.=6， 内 总 ， 模型 斌 他 参量 值 均 与 原 位 月 壤 相 同 。 
于 月 壤 属 于 沙 性 土壤 很 小 ， eR a ee 下 ， Sa 
主要 力学 特性 影响 因此 ， pe 模拟 月 壤 近 似 开展 模型 试验 ， 并 通过 月 壤 
Vem ep 原 位 月 壤 相 近 。 由 于 该 方案 基本 不 需要 改变 
车 轮 尺 十 和 土壤 软 态 , 模型 试验 相对 简单 , 可 操作 性 较 好 。 系统 主要 参量 的 相似 常数 如 表 2-12 
所 示 。 








表 2-12 系统 主要 参量 的 相似 常数 





根据 表 2-12， 原 型 工 况 下 (g =1.635m/s? ) 车 轮 的 挂钩 牵引 力 和 驱动 转 矩 为 
F=F,/6 
T=7,/6 
为 了 证 明 该 方案 的 准确 性 和 有 效 性 ， 需 要 对 其 作 进一步 验证 。 
2) 模型 试验 的 验证 方法 
于 无 法 直接 在 月 面 环境 下 开展 车 轮 的 牵引 特性 试验 ， 可 考虑 采用 离散 元 法 对 原型 和 模 
型 工 况 下 的 轮 土 交互 作用 进行 仿真 。 为 了 验证 仿真 结果 的 有 效 性 ， 将 模型 工 况 下 的 仿真 结果 
与 室内 土 槽 试验 结果 进行 对 比分 析 。 


(2-83) 
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党 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 mm 


) 室内 土 槽 试验 
sw | 特性 试验 台 上 进行 , 试验 台 的 详细 规格 参见 文献 
第 [10] 条 。 试 验 用 模拟 月 壤 的 主要 成 分 为 吉林 靖宇 一 带 的 火山 喷发 物质 ， 其 主要 物理 、 力 学 参 
数 如 表 2-13 所 示 。 





表 2-13 模拟 月 壤 的 主要 物理 、 力 学 参数 
名 称 初始 孔隙 比 e 颗粒 比重 G， 内 聚 力 c/kPa | 内 摩擦 角 g/(”) 压缩 指数 C。 
数值 0.8 一 1.0 2.77 38 一 43 0.039 一 0.067 
试验 所 用 车 轮 的 基 圆 半径 为 110mm， 轮 宽 为 160mm， 轮 齿 齿 高 23mm， 齿 厚 2mm， 轮 
齿 个 数 为 18， 如 图 2.21 所 示 。 土 模 试 验 中 车 轮 的 行驶 工 况 如 表 2-14 所 示 。 
















假 设 月 坑 | a a 投影 
的 几何 使 用 相互 重 a 元 构建: 月 壤 的 蜂 检 形状 利用 颗粒 流 双 轴 模拟 
: 轴 压 缩 试验 的 方法 确定 模拟 月 壤 细 观 模型 参数 的 近似 值 。 
模拟 月 壤 的 主要 细 观 模型 参数 如 表 2-15 所 示 。 





表 2-15 ”模拟 月 壤 的 主要 细 观 模型 参数 






黏 性 临界 阻尼 比 


« | 









名 称 ”| 颗粒 比重 G， 





利用 球 单元 构建 与 试验 车 轮 外 形 轮廓 一 致 的 车 轮 参数 化 模型 ， 建 模 后 的 车 轮 可 视 为 一 个 
刚体 进行 运动 。 参 照 土 槽 试验 中 车 轮 的 行驶 工 况 ， 对 模型 工 况 下 的 车 轮 施加 lrad/s(= 9.55 
rmin) 的 恒定 角速度 ， 通 过 控制 车 轮 的 水 平行 驶 速度 记 实现 车 轮 以 恒定 的 滑 转 率 运动 。 根据 
表 2-12 设置 模型 和 原型 中 车 轮 的 行驶 工 况 ， 结 果 如 表 2-16 所 示 。 
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表 2-16 上 颗粒 流 法 中 车 轮 的 行驶 工 况 















角速度 四 | 车 轮 加 载 质量 重力 加 速度 时 间 步 长 











(rad.s i m/kg g/l/(m:s™) At1S 
模型 1.0 .0 一 1. 11.8 9.81 | 1.168x10 
要 0.4082 1 11.8 1.635 1.168x10™ 






3) 模型 试验 方法 的 有 效 性 验证 


) 颗粒 流 仿真 法 的 有 效 性 验证 

图 2.22 为 模型 工 况 下 车 轮 行 驶 60 人 由 由 图 人 22 Es 1， 

随 着 滑 转 率 的 变化 ， 轮 下 土壤 的 动态 行为 存在 明显 的 差别 。 首 先 ， 
壤 受到 的 扰动 始终 较 小 ; 其 次 ， 当 车 轮 以 低 滑 转 率 行 






















扬尘 现象 ， 轮 齿 在 表层 - 庶 上 留 下 的 车 性 较为 清晰 。 中 疮 下 笛 
2 到 的 扰动 明显 加 剧 ， 局 部 土 体 与 轮 齿 一 曙 士 ”的 行为 使 
轮 后 逐渐 上 i 上 壤 剪 胀 和 扬 侍 现象 ， 并 形成 土 ee 加 ， 在 车 轮 行驶 
上 无 法 形成 清晰 的 车 略 。 对 比 土 相 见 ， 仿 真 结果 与 试 











合 ， 说 明 颗粒 流 法 可 较为 真 3 a 赛 的 动态 行为 。 
和 


验 结果 基本 -区 -二 
为 进一步 说 明 仿真 结果 的 训 用 上 ， eR: 在 稳 态 行驶 过 程 的 扩 | 并 将 
其 与 土 槽 试验 数据 进行 对 比 ， 结 果 如 示 。 


as 


(Ca) 50.1 yy 









一 试验 拟 合 曲线 
一 仿真 拟 合 曲线 
» 





05 04 06 08 15 
(9) 0.56 (d) i=0.78 澄 转 六 7 
图 2.22 ”模型 工 况 下 土壤 的 状态 变化 (g =9.81m/s? ) 图 2.23 ”仿真 数据 域 土 槽 试验 数据 对 比 


由 图 2.23 可 知 ， 颗粒 流 仿真 数据 和 土 槽 试验 数据 具有 较为 相似 的 变化 趋势 ， 曲 线 整体 对 
应 较 好 ， 匹 配 程度 随 滑 转 率 的 变化 而 存在 差异 。 在 低 滑 转 率 下 ， 仿 真 数据 值 小 于 试验 测量 值 ， 
-者 的 差异 主要 由 台 车 系统 自身 的 阻力 和 车 轮转 速 的 微小 差别 导致 。 随 着 滑 转 率 的 不 断 变 大 ， 
车 轮 的 挂钩 牵引 力 逐 渐变 大 ， 仿 真 数据 与 试验 数据 也 逐渐 接近 ， 当 滑 转 率 大 于 0.67 时 ， 仿 真 
数据 值 大 于 试验 测量 值 。 这 是 因为 ， 仿 真 中 颗粒 采用 了 二 维 简化 ， 限 制 了 土壤 颗粒 的 轴 向 运 
动 ， 而 且 生 成 的 土壤 颗粒 在 受到 较 大 接触 力 后 不 会 发 生 类 似 真 实 土壤 的 破碎 、 脱 落 、 分 离 等 
现象 ， 土 壤 颗粒 之 间 的 咬合 作用 较 强 ， 导 致 轮 下 土壤 的 推力 偏 大 ， 车 轮 的 挂钩 牵引 力 高 于 土 
槽 试验 的 测量 值 。 
颗粒 流 仿真 数据 与 土 槽 试验 数据 的 对 比分 析 结 果 表 明 ， 颗 粒 流 仿真 法 不 仅 能 够 较为 真实 
地 反映 轮 下 土壤 的 动态 变化 ， 而 且 可 以 有 效 地 分 析 月 球 车 轮 的 牵引 性 能 。 
3@ 
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(2) 模型 试验 方法 的 有 效 性 验证 






































图 2.24 为 模型 和 原型 工 况 下 和 7 随 滑 转 率 i 的 变化 曲线 。 由 图 2.24 可 知 ， 原 型 工 况 下 
获得 的 仿真 数据 值 明显 小 于 模型 工 况 下 获得 的 仿真 数据 值 ， 而 且 随 着 滑 转 率 的 增加 ， 前 者 的 
变化 幅度 也 小 于 后 者 的 变化 幅度 。 

120 20r 
。 模型 数据 。 模型 数据 
100 上 上 x 原型 数据 ek 原型 数据 
四 一 模型 数据 拟 合 富 一 模型 数 据 拟 合 
忆 80[| 一 原型 数据 拟 合 去 BL 一 原型 数据 拟 合 
项 40 & 
20 四 
0 0 0 10™ 04 7 


浴 转 水/ < 滑 转 闵 i 
图 2.24 i 数据 对 比 
上 


对 模型 和 原型 工 况 下 获得 的 FT、 WW 商 运算 ,获得 各 滑 转 率 下 对 应 的 参数 比值 
Re 、Ri、 Rw ， 结 果 如 表 2-17 所 示 。 


表 2-17 “不同 洽 转 率 下 模型 与 原型 对 应 参量 的 比值 
八 > 





3 和 
os oa 0 | os | Hb] 007 | 0 Tom | 
i am sm so I sm se ss 


由 表 2-17 可 知 , 在 全 体 滑 转 范围 内 ， 除 个 别 数据 点 之 外 ，R 、Rr 、Ry 的 值 基本 都 在 5.4 一 





6.3 范围 内 变化 。Rr 、R, 、R 在 各 滑 转 率 下 的 均值 分 别 为 5.60、5.64、6.17， 这 与 表 2-12 中 下 、 
从 歼 的 相似 常数 6 较为 接近 。 经 计算 可 得 ， 模 型 工 况 下 车 轮 的 静态 下 陷 量 为 11.3mm， 而 原 
型 工 况 下 车 轮 的 静态 下 陷 量 为 10.4mm， 二 者 的 比值 R. 为 1.09， 也 接近 于 表 2-12 中 = 的 相似 
常数 1。 可 见 ， 模 型 试验 方法 较 有 效 。 

验证 产生 的 误差 主要 包括 颗粒 流 仿真 本 身 的 误差 和 模型 试验 方法 存在 的 误差 。 由 于 模型 
和 原型 使 用 的 土壤 相同 ， 虽 然 土壤 的 内 聚 力 很 小 ， 但 仍 会 产生 一 定 的 误差 ， 导 致 原型 工 况 下 
获得 的 已 和 7 值 比 理论 预测 值 偏 大 。 


es 
人 府中 考题 -。 
1. 相似 理论 的 基本 内 容 是 什么 ? 
2. 相似 准则 有 哪些 求法 ? 每 种 方法 有 什么 特点 ? 
3. 设计 模型 的 准则 是 什么 ? 
4 


















































， 蝴 变 模型 理论 的 基本 内 容 是 什么 ? 
.举例 说 明 相似 理论 在 现代 车 辆 工程 中 的 应 用 ? 
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3.1 概 述 


3.1.1 测量 工作 及 其 分 类 


在 自然 科学 中 ， 为 了 研究 客观 事物 的 规律 ， 需 要 对 各 种 参数 进行 测量 。 所 谓 测量 工作 ， 
就 是 以 确定 被 测量 参数 数值 为 目的 的 一 系列 试验 操作 。 有 具体 地 说 ， 就 是 应 用 某 种 工具 ， 将 被 
测量 参数 与 同一 物理 量 的 标准 量 进行 比较 ， 从 而 确定 该 参数 数值 的 过 程 。 测 量 工作 中 所 应 
的 工具 ， 称 为 测量 仪器 。 根 据 测量 方法 的 不 同 ， 测 量 工作 可 以 分 为 直接 测量 、 间 接 测量 和 组 
合 测量 。 

1) 直接 测量 

通过 测量 仪器 ， 将 被 测量 参数 与 同一 物理 量 的 标 ; 比较 ， 或 者 用 事先 经 过 标准 量 
WROTE 。 例 如 ， 用 等 臂 天 平 通过 砖 码 测 












































































量 质量 ， 用 尺 测 量 长 度 ， 用 温度 计 测量 温度 等 由 量 是 从 测量 结果 直接 获得 被 测量 参数 
数值 的 一 种 测量 方法 ， Ri 


元 (3-1) 
式 中 ， 了 一 一 被 测量 参数 的 数值 ; 


也 一 一 测量 结果 。 洲 de 





2) 间接 测量 A 
被 测量 参数 通过 集合 On 
直接 测量 ， 取 得 汪 量 果 并 代入 函数 式 息 笑 ”以 间接 获得 被 测量 参数 的 数值 。 例 如 ， 测量 
质量 和 几何 尺寸 多 方法 计算 均 质 材料 组 成 的 物体 的 密度 ， 用 测量 扭矩 和 转速 的 方法 计算 发 动 
机 输出 的 功率 等 ， 可 用 一 般 公式 表示 为 
Ys X,Y ) (3-2) 
式 中 ， 7 一 一 被 测量 参数 的 数值 ; 
XY, 革 ,,…,XY, 一 一 直接 测量 参数 的 测量 结果 。 
3) 组 合 测量 
将 一 定数 量 的 被 测量 参数 以 不 同 的 方式 组 合 (或 者 用 改变 试验 条 件 的 方法 取得 这 种 不 同 
的 组 合 )， 通 过 直接 测量 或 间接 测量 取得 测量 结果 ,求解 相应 的 方程 组 ， 以 获得 被 测量 参数 的 
数值 。 例 如 ， 标 准 电 阻 线圈 的 电阻 与 温度 的 关系 可 用 下 式 表示 
R=R,o+a(t—20)+ P(t—20) (3-3) 
式 中 ，R、R 一 一 分 别 为 +C 和 20'C 时 电阻 的 数值 ; 
Q、P 一 一 温度 系数 。 
为 了 求 得 ag、B 和 R,,， 需 要 在 三 种 不 同 的 温度 条 件 (#、t, 和 #) 下 ， 对 电阻 值 进行 测量 ， 
取得 测量 结果 R、R,、R, 后， 根据 下 列 方程 组 ， 求 解 w、B 和 RR: 


OO 
































一 一 二 测 昌 误 差 理论 第 3 章 | 
R = Ro + a(t —20)+ P(t 一 20)” 
R. =Ro+c( -20)+ P(t —20) (3-4) 
R=R+a(t—20)+ Bt —20) 


又 如 ， 在 一 套 夸 码 中 已 知 一 个 或 几 个 硅 码 的 质量 ， 通 过 不 同 组 合 进行 质量 比较 ， 解 联 立 
方程 ， 以 求 出 其 他 硅 码 的 质量 。 

组 合 测量 一 般 只 用 在 特殊 的 和 精密 的 测量 中 ， 在 工程 技术 测量 中 应 用 较 少 ， 故 本 书 只 讨 
论 直 接 测 量 和 间接 测量 问题 。 


3.1.2 ”测量 误差 及 其 分 类 

















在 任何 测量 工作 中 , 由 于 各 种 因素 的 影响 ,测量 所 得 到 的 数值 ( 称 为 测定 值 ) 与 被 测量 参 
数 的 真实 值 (又 称 真 值 ) 不 可 能 完全 相等 ， 而 总 会 有 差别 。3 人 oa 即 
测量 one 
测量 误差 根据 其 产生 的 原因 可 以 分 为 以 下 几 





原因 而 引起 的 











误差 。 











/ 
(1) 仪器 误差 (又 称 工 具 误 差 )， 是 指 E rR 制造 不 完善 ， 或 调整 、 校 正 不 当 等 





























(2) 人 为 误差 (又 称 个 人 误差 ) ， 放量 工作 者 技术 不 熟练 或 其 他 主观 原因 而 引起 
a 区 
) 环境 误差 Se 由 于 测量 环境 或 测量 条 件 的 变化 而 引起 的 误差 。 
eer 以 下 几 种 。 
系统 误差 。 es ss ， 称 为 系统 误差 。 例 如 ， 由 于 仪 
机 量 时 的 温 ee ， 测 量 者 观察 仪器 指针 时 习惯 
差 ， 就 具有 系统 误 凑 几 性 质 。 系统 误差 是 有 规律 的 ， 这 种 规律 体现 在 
Hs 中 。 因 此， 通过 试验 找到 这 种 规律 之 后 ， 就 可 以 对 测定 值 进行 修正 ， 以 消 
he 


(2) 过 失误 差 。 
如 ， 仪 器 操作 的 错误 
号 没有 任何 规律 。 只 





由 于 测量 工作 中 的 错误 、 疏 忽 大 意 等 原因 引起 的 误差 ， 称 为 过 失误 差 。 例 
， 观 测 时 看 错 了 数字 ， 记 录 时 写 错 了 小 数 点 位 置 等 。 这 种 误差 的 数值 和 符 
4 要 认真 细致 地 进行 测量 ， 反 复 检查 核对 数据 ， 过 失误 差 是 可 以 避免 的 。 








(3) 随机 误差 。 即 使 在 相同 的 条 件 下 ， 对 同一 个 参数 重复 地 进行 多 次 测量 ， 所 得 到 的 测 


定 值 也 不 可 能 完全 相同 。 
误差 。 


差 ， 或 称 偶然 
在 测量 过 程 中 
在 任何 测量 工 
预先 估计 的 、 
性 就 越 明显 。 














， 仪 器 内 摩 


作 中 ， 
不 可 控制 的 ， 


因此 ， 





可 以 


这 时 ， 测 量 误差 具有 各 不 相同 的 数值 与 符号 ， 这 种 误差 称 为 随机 误 


随机 误差 反映 了 许多 互相 独立 的 因素 有 细微 变化 时 的 综合 影响 。 例 如 ， 





擦 力 的 细微 变化 ， 环 境 温度 的 细微 波动 ,观测 者 视线 的 细微 变动 等 。 








随机 误差 是 无 法 避免 的 。 随 机 误差 就 其 个 体 而 言 ， 是 没有 规律 的 、 无 法 





但 其 总 体 却 符合 统计 学 的 规律 ， 重 复 测量 的 次 数 越 多 ， 这 种 规律 
概率 统计 的 方法 ， 计 算 随 机 误差 对 测量 结果 可 能 带 来 的 影响 。 























虽然 系统 误差 、 过 失误 差 和 随机 误差 具有 完全 不 同 的 性 质 ， 但 在 具体 工作 中 ， 有 时 却 难 
以 区 分 。 规 律 尚未 掌握 的 系统 误差 ， 往 往 被 混杂 在 随机 误差 之 中 。 采 用 更 完善 的 测量 方法 和 
仪器 ， 对 误差 的 情况 做 更 深入 的 研究 ， 就 有 可 能 将 系统 误差 从 随机 误差 中 分 离 出 来 ， 并 予以 














了 人 
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消除 。 同 样 ， 随 着 测量 误差 理论 的 不 断 发 展 ， 才 可 能 确定 恰当 的 界限 ， 以 区 分 过 失误 差 和 巨 
大 的 随机 误差 。 


3.13 测量 的 精密 度 与 准确 度 


在 任何 测量 工作 中 ， 测 量 误差 是 不 可 能 完全 避免 的 。 因 而 ， 测 定 值 只 是 被 测量 参数 真实 
值 的 某 个 近似 值 。 误 差 的 性 质 不 同 ， 它 们 对 测定 值 的 影响 也 不 同 。 

过 失误 差 使 测定 值 明显 地 被 牌 曲 ， 因 而 ， 包 含有 过 失误 差 的 测定 值 是 不 可 信赖 的 ， 应 予 
以 舍弃 。 所 以 ， 过 失误 差 决 定 了 测量 数据 的 可 信和 度 。 

随机 误差 使 测定 值 具有 不 确定 性 , 也 就 是 说 , 使 测定 值 在 某 一 范围 内 围绕 某 个 数值 (通常 
把 这 个 数值 作为 测量 结果 ) 而 波动 。 在 测量 工作 中 , 把 测定 值 的 密集 性 (或 称 重复 性 ) 定 义 为 测 
ET 






































误差 决定 了 测量 的 精密 度 。 

系统 误差 使 测量 结果 偏离 被 测量 参数 的 真实 值 。 在 % 作 中 ， 把 测量 结果 与 被 测量 参 
数 真实 值 相 符合 的 程度 ， 定 义 为 测量 的 准确 度 。 系 统 误 状 越 大 ， 测 量 的 准确 度 就 越 低 。 所 以 
系统 误差 决定 了 测量 的 准确 度 。 

系统 误差 、 随 机 误差 对 测定 值 的 影响 ， 所 示 。 图 中 ， 苞 为 被 测量 参数 的 真实 值 。 
由 于 系统 误差 9 的 影响 ， 测 量 结果 工 将 偏离 总 实 值 。 由 于 随机 误差 的 影响 ， 测 定 值 又 将 围 
Re 
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图 3.1 系统 误差 、 随 机 误差 对 测定 值 的 影响 


由 此 可 见 ， 测 量 的 精密 度 与 准确 度 是 两 个 互相 独立 的 概念 。 如 果 系统 误差 的 影响 没有 消 
除 ， 那 么 一 个 精密 度 很 高 的 测量 工作 ， 其 结果 也 是 不 准确 的 。 一 个 既 精密 又 准确 的 测量 是 人 
们 所 希望 的 。 因 此 ， 在 测量 工作 中 ， 综 合 考虑 系统 误差 和 随机 误差 的 影响 ， 把 测定 值 与 被 测 
量 参数 的 真实 值 相 符合 的 程度 ， 定 义 为 测量 的 精确 度 。 显 然 ， 测 量 的 精确 度 综合 地 反映 了 测 
量 的 精密 度 与 准确 度 。 

3.1.4 测量 误差 理论 的 任务 


如 果 不 知道 测量 的 精密 度 和 准确 度 ， 那 么 测量 结果 将 失去 一 切 意义 。 因 此 ， 通 过 测量 取 
得 数据 以 后 ， 运 用 误差 理论 ， 分 析 和 评定 测量 的 精密 度 和 准确 度 ， 就 成 为 一 项 必 不 可 少 的 重 
要 工作 。 

测量 误差 理论 研究 误差 的 性 质 和 规律 。 具 体 地 说 ， 它 的 任务 是 : 研究 和 确定 过 失误 差 和 
巨大 的 随机 误差 之 间 的 界限 ， 以 便 舍弃 那些 包含 有 过 失误 差 的 测定 值 ; 研究 系统 误差 的 规律 
寻找 把 系统 误差 从 随机 误差 中 分 离 出 来 的 方法 ， 并 设法 消除 它 的 影响 ， 研 究 随机 误差 的 分 布 
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规律 ， 分 析 和 确定 测量 的 精密 度 。 运 
接近 于 被 测 参数 真实 值 的 测量 结果 


3.2 


在 相同 的 条 件 下 , 对 同一 个 参数 如 
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上 


运用 误差 理论 ， 使 我 们 有 可 能 从 一 系列 测定 值 





取 


随机 误差 的 分 布 规律 





测量 )， 所 得 到 的 测 





定 值 数 列 ， 称 为 测量 列 。 由 于 


和 复 地 进行 多 次 测量 (这 一 系列 测量 可 以 认为 是 等 精密 度 


随机 误差 的 存在 ， 使 测定 值 具有 不 确定 性 ， 











测量 列 中 的 各 个 数值 是 不 可 能 完全 相 
无 法 显示 出 来 , 重复 测量 结果 将 是 同 
因为 这 意味 着 混 有 其 他 性 质 的 误差 。 
同 而 稍 有 差别 ， 才 是 正常 的 、 
虽然 个 别 的 随机 误差 可 能 大 ， 
但 是 它们 的 总 体 却 符合 统计 的 规律 。 
进行 大 量 研究 后 发 现 ， 随 机 误差 在 总 
(1) 数值 上 的 规律 性 。 绝 对 值 小 
差 的 绝对 值 不 会 超过 某 一 
2) 符号 ( 方 所 
因此 ， 我 们 可 b 
由 于 随机 误差 























可 能 























必然 的 。 


但 是 ， 如 果 测 量 仪器 的 灵敏 度 不 高 ， 随 机 误差 将 


同 的 。 
-个 数值 。 另 外 , 重复 测量 结果 相差 太 大 也 是 不 正常 的 ， 
1 


因此 ， 在 只 包含 随机 误差 的 测量 列 中 ， 各 数值 不 完全 相 
TR 误差 的 规律 时 ， 假 定 系统 
,gn 它 的 发 生 具 有 随机 (偶然) 性 ， 

， 这 种 规律 性 就 越 明显 。 对 各 种 测量 


规律 ; 
的 次 数 多 于 绝对 值 大 的 误差 出 现 的 次 数 ， 误 


差 ， 出 现 的 可 能 性 相等 。 
开 究 随机 误差 的 分 布 规律 。 


: 值 ， 因 此 必须 设法 寻找 一 个 最 接 








能 小 ， 可 能 正 
重复 测量 次 

体 
的 误 关 


















近 于 真实 值 的 数值 通常 称 为 最 可 信赖 值 ) jE 
ope 差 ， 是 研究 随机 律 的 主要 目的 。 
3.2.1 等 精密 度 测量 的 最 可 信赖 值 
在 等 精密 度 的 条 件 下 ， 对 某 个 参数 进行 了 n 次 重复 测量 ， 得 到 、 有 >、…、, 等 n 个 测定 
值 ， 这 些 测定 值 组 成 一 个 测量 列 。 以 了 表示 被 测 参 数 的 真 值 ， 以 4 、4, 、…、44 表示 各 测 
定 值 所 包含 的 随机 误差 ， 则 有 
1=X+4 
人 (3-5) 
外 = 了 + 却 
如 以 工 表示 测定 值 的 算术 平均 值 ， 即 
th (3-6) 
则 由 式 (3-5) 和 式 (3-6) 可 得 
if | 
x -4 (3-7) 
89 
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根据 随机 误差 符号 规律 性 可 知 ， 当 测量 次 数 无 限 增加 时 ， 绝 对 值 相等 的 正 误差 与 负 误差 
出 现 的 可 能 性 相同 ， 因 此 可 以 互相 抵消 ， 使 得 ln 二》 4 =0， 在 这 种 情况 下 ， 测 定 值 的 算术 


il 





平均 值 就 等 于 被 测 参数 的 真 值 。 但 在 实际 上 ， 测 量 的 次 数 只 可 能 是 有 限 的 ， 所 以 测定 值 的 算 
术 平均 值 只 是 真 值 的 一 个 近似 值 。 随 着 测量 次 数 的 增加 ， 算 术 平 均值 就 越 接近 于 真 值 ， 因此， 
我 们 可 以 认为 ， 测 定 值 的 算术 平均 值 是 最 可 信赖 值 。 根 据 统计 学 原理 ， 测 定 值 的 算术 平均 值 
是 被 测 参数 真 值 的 一 致 而 无 偏 估计 。 

测定 值 /与 算术 平均 值 工 之 差 ， 称 为 残余 误差 ， 简 称 残 差 (或 称 偏差 )， 以 v 表 之 ， 则 有 





























钨 三 下 一 下 
v= -L 


(3-8) 


各 式 相 加 ， 得 


因为 


所 以 





由 此 可 见 ， 各 测定 值 残 差 的 代数 和 恒 等 于 零 。 残 差 的 这 个 性 质 ， 可 以 用 来 检查 算术 平均 值 的 
计算 是 否 正 确 。 
被 测 参数 的 真 值 和 测定 值 所 包含 的 随机 误差 ， 实 际 上 是 无 法 求 得 的 ， 而 测定 值 的 算术 平 
均值 与 残 差 则 是 可 以 计算 的 ， 所 以 它们 在 测量 数据 处 理 与 误差 分 析 中 具有 重要 的 意义 。 
3.2.2 ”最 小 二 乘法 原理 的 应 用 
根据 最 小 二 乘法 原理 ， 对 于 一 个 等 精密 度 测 量 列 ， 被 测 参数 的 最 可 信赖 值 ， 是 能 使 各 测 
定 值 残 差 的 平方 和 为 最 小 的 那个 数值 。 
设 有 一 个 测量 列 1 、hh、…、h， 根 据 最 小 二 乘法 原理 ， 最 可 信赖 值 L 必须 满足 下 式 
5S=(1 一 ZL +(b 一 L+…+(1, 一 L) = 最 小 值 
欲 使 98 最小， 必须 满足 











ds 


7 





i >0 
dL 


即 
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ds 
=-2(1 -7)-2(b -7)-…-2(,-L)=0 


2 
和 号-2+2+.…+2=21>0 
dL 

















各 0 可 以 解 出 n 才 = 了 1， Wi- 。 这 就 证 明了 ， 在 只 包含 有 随机 误差 的 等 精密 度 





测量 列 中 ， 算 术 平 均值 就 是 被 测 参 数 的 最 可 信赖 值 。 

3.2.3 ”随机 误差 的 正 态 分 布 定律 

随机 误差 可 以 随机 地 取 不 同 的 数值 ， 是 一 个 随机 变量 ， 因 此 测定 值 也 是 一 个 随机 变量 。 
在 实际 测量 工作 中 ， 由 于 测量 仪器 灵敏 度 的 限制 ， 测 定 值 的 有 效 数字 的 位 数 是 有 限 的 ， 随 机 
误差 将 是 一 个 离散 (间断 ) 随机 变量 。 然 而 ， 从 理论 上 来 说 , 随 笑 误差 应 该 是 一 个 连续 随机 变 
量 。 因 此 ， 研 究 随机 误差 的 规律 ， 国有 的 概率 落 在 某 一 范围 内 ， 也 就 



















































是 要 研究 它 的 概率 分 布 密度 函数 。 
作为 一 个 连续 随机 变量 ， 随 机 误差 4 的 数 
度 函 数 的 值 为 儿 41) ， 则 随机 误差 落 在 [41， 一 微小 范围 内 的 概率 为 
4)=f(41)d4 (3-9) 


P(4, < NS = 
随机 误差 在 (-oo,+eo) 个 必然 事 人 


人 (3-10) 


<4<+oo)= 3 


Be 变量 如 果 是 许 的 随机 变量 之 和 ， 且 每 个 独立 的 变量 对 
总 和 只 起 微小 站 则 该 随机 变量 的 以 认为 是 正 态 分 布 。 随 机 误差 就 是 这 样 一 种 随 


机 变量 ， 因 此 它 芥 分 布 应 该 是 正 态 分 布 。 大 量 的 测量 实践 证 明 ， 随 机 误差 确实 服从 正 态 分 布 
规律 。 
于 是 ， 随 机 误差 的 概率 分 布 密度 函数 可 以 用 下 式 表示 








的 概率 等 于 零 ， 这 时 ， 如 概率 分 布 密 




















六 
f(4)= Bo (3-11) 
或 
页 
FE (3-12) 





式 中 ，o 一 标准 误差 或 均 广 根 误差 ， 其 值 o= | (Se)} 0): 
i=] 


/一 测量 列 的 精密 度 指 数 ， 其 值 1= -二 。 
V20 


式 (3-11) 和 式 (3-12) 称 为 误差 理论 基本 方程 式 。 随 机 误差 服从 正 态 分 布 规律 ， 通 常 可 以 
记 作 4 ~ NM(0,a) 。 与 此 同时 ， 作 为 随机 变量 的 测定 值 !， 也 服从 正 态 分布 ， 可 以 记 作 1 一 
NCX,a) ， 其 中 ， 针 为 被 测 参数 真实 值 。 
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以 随机 误差 为 横 坐标 ， 以 概率 分 布 密度 /( 人 为 
纵 坐 标 ， 则 误差 理论 基本 方程 式 可 以 描绘 成 图 3.2 所 
示 的 曲线 ， 这 种 曲线 又 称 随机 误差 正 态 分 布 曲 线 。 显 
而 易 见 ， 曲 线 下 的 总 面积 为 1， 而 在 [41， 为] 范围 内 ， 
曲线 之 下 的 阴影 面积 ， 就 是 随机 误差 落 在 [41, 少 ] 区 间 
内 的 概率 。 标 准 误差 c 取 不 同 的 数值 时 ， 分 布 曲线 具 
有 相似 的 变化 规律 ， 但 o 较 小 (h 较 大 ) 者 ， 曲 线 的 中 
升 得 更 高 ， 且 下 降 得 更 快 (图 3.2) ， 也 就 是 说 ,绝对 
a 小 的 误差 出 现 的 概率 更 大 ， 测 量 比 较 精密 。 因 此 ， 
图 3.2 随机 误差 正 态 分 布 曲 线 可 以 用 标准 误差 e 或 精密 度 指数 n， 衡 量 测量 列 的 精 
密度 。 分 布 曙 线 具有 两 个 扣 点 ， 令 74) 的 一 阶 导数 等 于 堆 ， 和 
dr 1 













































































记 张 












































d4 as.v2r J -< 
解 之 得 < 
sR (3-13) 
所 以 ， 标 准 误差 就 是 分 布 曲 线 拐点 的 a 
误差 理论 基本 方程 式 完全 反映 了 能 狠 划 的 总 体 规律 性 。 因 为 /( 仿 是 4 的 个 函数 ， 分 布 
曲线 对 和 于 纵 名 标 轴 ， 反 映 了 绝 双全 相 导 的 正 误差 与 名 入 出 现 的 概率 相等。 随 者 时 机 误差 










4 的 增加 ,4) 迅速 减 小 , 反映 所 绝对 值 小 的 详 


已 知 测量 列 的 标准 误差 o 4> 则 随机 误差 
下 式 计 算 


NG P(-a<4 FS 





于 绝对 值 大 的 误差 出 现 的 概 
;+a ] 范 围 内 ( 即 |4|<a ) 的 概率 ， 可 按 


-部 a 
- ee 
令 1= 扫 ，K = 对 ， 代 入 上 式 得 
oOo 好 
PCke<4<rkao- 二 人 (3-14) 





将 被 积 函 数 e 7 展开 为 下 列 级 数 


于 是 


2 
P(-Kos< A<+Ko)=—=|K-—+—-=———+… 
Ee 0 喜人 6 40 336 


为 便于 应 用 起 见 ， 常 将 上 述 积分 数值 编 成 表格 ， 其 形式 为 














ee 
200-- 记 | dt 


OO” 
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使 用 时 根据 a 和 o 的 数值 ， 按 开 = 二 计算 ， 然后 查 表 以 求 得 G(K) 数值 。 这 种 表格 称 为 概率 
积分 表 ， 可 以 在 各 种 概率 论 的 书籍 中 找到 。 值 得 注意 的 是 ， 有 的 书 上 写作 


2 ff 
20= 记 外 di 
这 里 ，G(D 中 的 ! 和 积分 上 限 ! 等 于 全， 是 一 个 确定 的 数值 ， 是 自 变量 1 的 某 个 取 值 。 





3.3 ”测量 列 与 测量 结果 的 精密 度 









3.3.1 测量 列 的 精密 度 参数 gk 


在 一 个 等 精密 度 测 量 列 中 ， 各 测定 值 包含 有 数 各 不 相同 的 随机 误差 。 在 其 中 任 
选 一 个 误差 ( 即 抽取 一 个 样本 ) ， 以 代表 整个 测 差 情况 ， 显 然 是 不 合理 的 
以 各 随机 误差 的 算术 平均 值 作 代 表 ， 也 是 不 ， 因为 这 里 讨论 的 是 测量 列 的 总 体 ， 这 就 


nae ~ 。 Bh 的 和 本 均值 Sa je 于 办 
i=l 
因此 ， 通 常 选用 下 列 各 参数 之 ie 


1) 标准 误差 (又 称 均 j ) 
各 随机 误差 的 值 员 正平 方 根 ， 定 六 NE 度 六 可 用 下 式 表 示 : 
NRT LG eb 闪 - :9 (nm) (3-15) 

标准 误差 o 是 随机 误差 正 态 分 布 的 一 个 参数 ，o? 等 于 随机 误差 平方 的 数学 期 望 , 即 测定 
值 的 方差 。o 越 小 ， 测 量 列 精密 度 越 高 。 根据 式 G3- 14) ， 并 取 K=1 查 概率 积分 表 ， 得 
(1)=0.6826 ,于 是 , 绝对 值 小 于 oa 的 随机 误差 , 出 现 的 概率 约 为 0.68。 同 理 , 绝对 值 小 于 2c 
和 3c 的 随机 误差 ， 出 现 的 概率 分 别 为 0.95 和 0.997。 

标准 误差 o 是 各 随机 误差 平方 ( 4; ) 的 函数 ， 因 而 对 绝对 值 较 大 的 误差 比较 敏感 ， 能 较 好 
地 反映 测量 列 的 精密 度 。 

2) 概 然 误差 (又 称 概率 误差 ) y 

概 然 误差 y 的 定义 :绝对 值 小 于 y 的 随机 误差 ， 出 现 的 概率 为 0.5。 

根据 这 个 定义 , 令 @(K)= 0.5, 查 概率 积分 表 可 得 K=0.6745, 于 是 概 然 误差 y=0.67450 = 
jo 。 因 为 概 然 误 差 y 通过 一 个 固定 的 系数 0.6745 与 标准 误差 ec 相 联 系 ， 所 以 它 也 可 以 用 来 
表示 测量 列 的 精密 度 。 
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如 图 3.3 所 示 ， 在 随机 误差 正 态 分 布 曲线 图 上 ， 概 然 误 
差 y 具有 这 样 的 几何 意义 : 它 将 曲线 下 的 面积 分 为 相等 的 两 
部 分 。 图 中 ，4 = 和 = 妈 =44， 所 以 4+4=44+44， 即 
绝对 值 小 于 y 的 随机 误差 和 绝对 值 大 于 y 的 随机 误差 ， 出 


现 的 概率 均等 于 。 
































> 3) 平均 算术 误差 (又 称 平均 误差 ) 5 
图 3.3 ， 概 然 误 差 y 的 几何 意义 各 随机 误差 的 绝对 值 的 算术 平均 值 ,定义 为 平均 算术 误 
差 5 ， 可 用 下 式 表 示 


5= (4 四 








na (n (3-16) 
平均 算术 误差 5， 实 际 上 就 是 随机 误差 绝对 值 |4|,i= _ 由 概率 论 可 知 


5=E(4)=[ 1A/ 






“ae 思 rd4 


态 分 布 曲线 对 称 于 纵 坐标 轴 ， 将 积分 限 改 为 
















S ， 即 得 
=- 0.79790 =o (3-17) 
gs a nih 分 布 曲线 图 上 ， 平 均 
5s 4 算术 襄 这 样 的 几何 意义 : 它 是 曲线 下 右 半 部 分 (或 
i sm i 而 积 的 形 心 的 模 举 标 。 现 以 右 半 部 分 为 例 ， 证明 
如 下 : 
| 410d4 4700d4 
形 心 的 横 坐 标 = 盖 -= 二 了 一 =2| Af(A)dA=5 
| fa4 3 


根据 式 (3-14) ， 并 取 K=0.7979 查 表 ， 得 B(0.7979)= 0.5751 ， 于 是 ， 绝 对 值 小 于 6 的 随 
机 误差 ， 出 现 的 概率 约 为 0.58。 

4) 极限 误差 (又 称 最 大 可 能 误差 ) 4im 

极限 误差 的 意义 是 : 在 一 个 有 限 的 测量 列 中 , 任何 一 个 随机 误差 的 数值 ， 都 不 超过 4im 。 
确切 地 说 ， 绝 对 值 大 于 4iw 的 随机 误差 ， 出 现 的 概率 接近 于 零 。 
概率 积分 表 @G(K) 可 见 ， 当 K=3 时 ，G(G3)= 0.9973 。 这 就 是 说 ， 绝 对 值 大 于 3cr 的 随机 
误差 ， 出 现 的 概率 仅 为 0.0027， 也 就 是 说 ， 在 370 次 测量 中 可 能 出 现 一 次 。 在 一 般 测量 工作 
中 ,测量 次 数 远 少 于 370 次 ， 因 此 ， 绝 对 值 大 于 3c 的 随机 误差 的 出 现 ， 是 个 小 概率 事件 ， 实 
际 上 不 会 发 生 。 于 是 ， 我 们 可 以 认为 4m=3c 。 


©O” 
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4 越 小 ， 随 机 误差 波动 的 范围 就 越 小 ， 测 量 工作 的 精密 度 就 越 高 。 
在 测量 次 数 较 少 (mn< 370 ) 的 情况 下 ， 如 果 出 现 绝对 值 大 于 4 的 误差 ， 那 么 ， 我 们 有 
理由 认为 ， 这 个 误差 属于 过 失误 差 。 因 此 ， 可 以 把 4 作为 区 分 随机 误差 和 过 失误 差 的 一 种 
界限 。 
根据 以 上 的 讨论 ， 测 量 列 精密 度 参 数 之 间 的 相互 关系 ， 如 表 3-1 所 示 。 已 知 其 中 任 一 参 
数 ， 即 可 计算 其 他 参数 。 
应 该 指出 ， 昌 然 c 、y 、5 、4i 与 随机 误差 4 具有 相同 的 单位 ， 但 4 只 说 明 各 测定 值 
的 误差 ， 而 o、y 、5 、4iw 则 在 各 自 的 意义 上 说 明 整 个 测量 列 的 精密 度 。 


表 3-1 ac、y、6 、4m 间 的 相互 关系 























SN 


3.3.2 ”有 限 次 测量 时 ， 测 量 列 精 


陆 计 | 
前 文中 ， 在 讨论 随机 识 录 和 入 信和 测量 列 i 和 数 时 ， 我 们 研究 的 是 总 体 问题 ， 是 
胆 穷 大 为 基础 的 。 但 完 实 际 工 作 中 ， 测 量 的 次 数 总 是 有 限 的 ， 我 们 


以 重复 测量 次 数 n 趋向 3 
所 研究 的 ， ni 中 抽取 出 来 的 某 个 祥 砂 。 这 就 产生 了 两 个 问题 : 〇 样本 的 精密 度 
参数 ， A 相应 的 参数 ; Dm 量 时 ， 测 定 值 所 包含 的 随机 误差 是 无 法 求 
得 的 ， 因 此 无 法 前 式 (3-15) 及 式 (3-16) 计算 测量 列 精密 度 参数 。 

因为 重复 测量 次 数 n 为 有 限时 ， 相 当 于 从 总 体 中 随机 地 抽取 一 个 容量 为 n 的 样本 。 从 无 
限 的 总 体 中 抽取 有 限 容量 的 样本 ， 其 组 合 方式 将 是 无 限 的 ， 并 且 各 个 样本 是 不 可 能 完全 相同 
的 。 于 是 ， 样 本 的 精密 度 参 数 将 是 一 个 随机 变量 ， 它 们 围绕 着 总 体 相 应 的 参数 而 波动 ， 或 者 
说 样本 的 精密 度 参 数 的 数学 期 望 ， 等 于 总 体 相应 的 参数 。 因 此 ， 对 于 已 经 抽出 的 某 个 具体 的 
样本 而 言 ， 它 的 精密 度 参数 只 是 总 体 参数 的 一 个 估计 值 近似值) ， 通 常 以 G 、 今 ，… 表 示 。 
用 样本 参数 代替 总 体 参 数 ( 即 用 G 代替) 而 引起 的 误差 ， 在 一 般 测量 工作 中 可 以 忽略 ， 如 果 
需要 考虑 ， 请 参考 有 关 书 籍 。 

在 有 限 容 量 的 样本 中 ， 我 们 只 能 求 得 测定 值 的 残 差 w ， 因 而 只 能 通过 残 差 来 计算 精密 度 参 
数 。 根 据 数理 统计 学 可 知 ， 用 样本 的 残 差 表 示 的 总 体 的 标准 误差 的 无 偏 估 计 ， 可 用 下 式 表示 


| 业 2 2 11|S 
人 = J 二 (| (3-18) 


求 得 6 后 , 可 按 表 3-1 所 示 的 关系 , 计算 六 、5 、4。。 这 种 通过 残 差 平方 和 估计 精密 度 
参数 的 方法 ， 称 为 贝 塞 尔 (Bessel) 方法 。 
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同 理 ， 用 样本 的 残 差 表 示 的 平均 算术 误差 的 无 偏 估计 ， 可 用 下 式 表 示 








求 得 5 后 , 可 按 表 3-1 所 示 的 关系 ,计算 人 、 户 、4。。 这 种 通过 残 差 绝对 值 之 和 估计 精 
密度 参数 的 方法 ， 又 称 佩 特 斯 Peters) 方法 。 

在 佩 特 斯 方法 推导 过 程 中 ， 曾 假定 测定 值 的 残 差 服 从 正 态 分 布 ， 所 以 ， 在 一 个 有 限 的 测 
量 列 中 ， 如 满足 这 一 条 件 ， 则 佩 特 斯 法 与 贝 塞 尔 法 计算 结果 相同 。 实 际 上 ， 这 个 条 件 不 一 定 
能 够 满足 ， 特 别 是 在 测量 次 数 较 少 的 情况 下 。 这 时 ， 平 均 算术 误差 可 能 无 法 表示 测定 值 的 波 
动情 况 ， 因 为 一 个 残 差 彼此 接近 的 测量 列 ， 与 另 一 个 残 差 有 大 有 小 的 测量 列 ， 其 平均 算术 误 
ca 
有 两 个 测量 列 了 7 和 Zr(a=10 ) ， 其 测定 值 的 残 差 如 下 : SS 


(3-19) 






































I +3, -4, -3, +4, -5, -2 3，-4, +5 

[so RE 7 | ， 0, +1l, -10 
按 式 (3-19) 计 算 ，6, =6, =3.8， es 计算 ， =3.9， 人 6 =6.2 。 由 此 可 见 ， 
采用 贝 塞 尔 法 时 ， 测 量 列 志 精密 度 较 低 刘 Ne 因此 ， 尽 管 计算 比较 繁琐 ， 贝 塞 尔 法 


仍然 得 到 广泛 的 应 用 。 


3.3.3 有 限 次 cp 


根据 一 个 有 限 的 测 最 及] 无 法 求 得 被 测 





人 而 只 能 用 测定 值 的 算术 平均 值 
作为 测量 结果 ， 以 真 值 。 测量 列 ， 实 际 上 是 从 无 限 的 总 体 中 任意 抽取 
的 一 个 样本 ， 而 RE 时 而 ， 测 量 结果 也 是 一 个 随机 变量 。 测 量 结果 ( 测 
定 值 的 算术 平 0 人 之 除 为 测量 结果 的 随机 误差 ， 以 4 表 之 ， 其 计算 公式 
如 下 : 






用 


2 > Ya 


4=L-X= 革 ~-- 久 = 卫 入 和 
n 





这 就 是 说 ， 测 量 结果 (算术 平均 值 ) 的 随机 误差 ， me 测量 
结果 的 数学 期 望 等 于 被 测 参数 的 真 值 ， 因 此 ， 测 量 结果 是 被 测 参数 真实 值 的 无 偏 估计 。 现 在 
我 们 来 讨论 测量 结果 的 分 布 规律 和 它 的 精密 度 。 


假设 一 个 有 限 的 测量 列 ， 由 1 、、…、 忆 组 成 ， 其 测量 结果 (算术 平均 信 ) A= 了 7 
i=] 
我 们 可 以 把 具体 的 测定 值 4 ， 看 作 随 机 变量 的 一 个 样本 ， 把 /看 作 随机 变量 所 的 一 个 样 
本 ， ee ， 把 工 看 作 随 机 变量 了 了 的 一 个 样本 。 显 然 ， = 二 六 5 。 对 于 一 个 等 精密 度 测量 列 
i=1 


而 言 ， 点 、 龟 、…、 儿 是 互相 独立 的 同 分 布 的 随机 变量 ， 它 们 都 服从 正 态 分 布 ， 可 以 记 作 ; 
和 一 N(X,o)，i=1,2,…,n， 其 中 久 为 被 测 参数 的 真 值 ，o 为 测量 列 的 标准 误差 。 根 据 概率 


OO 
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论 可 知 ， 随 机 变量 7 也 服从 正 态 分 布 ， 它 的 分 布 规律 可 以 记 作 : 7 一 NCY,orz)， 其 中 心 r 为 
测量 结果 的 标准 误差 ， 它 与 测量 列 的 标准 误差 o， 具 有 下 列 关系 
9.- 记 (3-20) 
式 中 ，n 为 测量 列 的 容量 ， 即 重复 测量 的 次 数 。 
参照 表 3-1 所 示 的 关系 ， 可 以 求 得 测量 结果 的 其 他 精密 度 参数 ， 即 测量 结果 的 概 然 误差 
Xi、 测量 结果 的 平均 算术 误差 6, 和 测量 结果 的 极限 误差 Wi : 





Oo 
=0.67450, =0.6745 一 = 
和. ' 人 


6 
6, =0.79790, =0.7979- 生 =- 全 (3-21) 
L L a 


4 
pi -30.-3- 疡 


根据 贝 塞 尔 法 计算 时 ， ei = > ， 于 是 


= < = > 


i=1 Ai 
和 0.67456, =0. 本 
n np 
(3-22) 


A a SR 27 


2 
=36 N= > 
式 (3-20) 可 知 ， 测 量 结果 的 标准 误差 与 测量 列 的 标准 误差 成 正比 ， 而 与 重复 测量 
的 平方 根 成 反比 。 因 而 ， 在 测量 列 精密 度 一 定 的 情况 下 ， 增 加 测量 的 次 数 ， 可 以 提高 测量 结 
果 的 精密 度 ( 即 减少 测量 结果 的 误差 )。 但是, 要 使 测量 结果 的 误差 降低 到 原 有 的 十 分 之 一 ( 即 
测量 结果 的 有 效 数字 增加 一 位 ), 就 必须 使 测量 次 数 增 大 至 原 有 的 一 百倍 , 这 就 需要 花费 大 量 
的 精力 和 时 间 。 由 式 (3-20) 及 式 (3-.21) 可 知 ， 开 = = 8 =- ， 因 此 ， 为 了 作 进一步 的 分 
证 Vn 






















































析 ， 对 于 不 同 的 x， 计算 的 下 值 如 下 : 
A 
1, 2, 和 4, 6, 8, 10, 16, 25, 50, 100 


n 
声 1， 0.71， 0.58， 0.50, 0.41， 0.35， 0.32， 0.25， 0.20， 0.14， 0.10 
n 
在 4 一 二 溺 标 系 中 ， 上 述 数 据 表现 为 一 系列 离散 的 点 (因为 n 只 能 取 整 数 ) ， 为 便于 研 
n 
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究 变化 规律 ， 将 这 些 点 连 成 一 条 曲线 ， 如 图 3.5 所 示 。 由 图 可 见 ， 广 将 了 的 增 大 而 减 小 ， 
n 


但 减 小 的 速度 则 越 来 越 低 (曲线 的 斜率 越 来 越 小 ) 。 当 n>10~15 时 ， 所 减 小 得 很 慢 。 这 时 ， 
n 

为 了 进一步 提高 测量 结果 的 精密 度 ， 应 设法 提高 测量 列 的 精密 度 ， 单 纯 增 加 测量 次 数 ， 将 是 
不 经 济 的 。 









































-~ .25 
OIF 
证 rE | 
0 _Z 洲 30 35 40 45 50 


3.5 ee Gs 


当然， 人 人 少 。 网 2 我 们 就 无 法 确定 整个 测量 列 的 
性 质 ， 用 式 (3-18) 及 式 ( 测量 列 的 精密 会 有 较 大 的 误差 。 在 一 般 试验 测量 
工作 中 ， tei os We 


3.3.4 测 RF A 

如 前 所 述 , 在 讨论 测定 值 及 随机 误差 正 态 分 布 规 律 时 , 我 们 把 它们 都 看 作 连 续 随 机 变量 。 
这 就 意味 着 ， 测 定 值 的 变化 即使 微小 到 接近 于 零 ， 也 能 够 在 测量 仪器 上 察觉 出 来 。 实 际 上 
由 于 测量 仪器 灵敏 度 的 限制 ， 测 定 值 及 随机 误差 的 有 效 数 字 的 位 数 ， 都 将 是 有 限 的 。 数值 不 
等 的 许多 个 测定 值 之 间 ， 有 一 个 最 小 的 差 值 (其 他 任何 差 值 都 是 这 个 最 小 差 值 的 整数 倍 ) ， 这 
个 最 小 差 值 称 为 测量 仪器 的 分 辨 率 ， 或 称 灵 敏 度 冰 。 
大 量 的 试验 证 明 ， 只 有 当 测 量 的 灵敏 度 足 够 高 ( 即 分 辩 率 足够 小 ) 时 ， 测 量 列 的 实际 分 布 
才能 与 理论 的 分 布 相 一 致 。 由 于 分 辨 率 不 接近 于 零 ， 在 计算 测量 列 精密 度 参数 时 ， 就 会 引起 
误差 。 在 极端 的 情况 下 ， 当 分 辨 率 大 于 随机 误差 的 极限 值 时 ， 多 次 重复 测量 所 得 的 测定 值 将 
完全 相同 ， 随 机 误差 无 法 显示 出 来 。 
在 测量 精密 度 相 同 的 情况 下 ， 如 以 表示 分 辩 率 接近 于 零 时 测量 列 的 标准 误差 ， 以 o, 表 
示 分 辨 率 不 接近 于 零 时 测量 列 的 标准 误差 ， 则 cc 和 o, 具 有 下 列 近 似 关系 









































人 (3-23) 
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式 中 ，w 一 一 测量 仪器 的 分 辩 率 。 
在 一 般 测量 工作 中 ,测量 列 的 标准 误差 的 有 效 数字 不 超过 两 位 ， 因 此 ,如果 o, 与 o 之 差 


OO 
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不 超过 第 三 位 有 效 数字 的 一 半 ( 即 0.005 o, ) 时 ， 用 o, 代替 o 而 引起 的 误差 ， 实际 上 可 以 忽略 
不 计 。 由 ea,-a<0.005a,， 可 得 0.995o,<o ， 即 0.990025 az <o? ， 代 入 式 (3-23) ， 解 得 
Oo<0.3$a. ， 或 者 近似 地 写作 























O< 二 C (3-24) 





式 (3-24) 表明 测量 仪器 所 应 具有 的 分 辨 率 。 如 式 (3-24) 不 能 满足 ， 应 设法 提高 测量 的 灵 
敏 度 ， 或 者 按 式 (3-23) 对 计算 结果 进行 修正 。 


3.3.5 不 等 精密 度 测量 一 一 加 权 平 均值 


在 实际 工作 中 ， 还 可 能 遇 到 这 样 的 情况 : 在 测量 过 程 中 ， 更 换 了 测量 仪器 或 操作 、 观 测 

人 员 ; 测量 条 件 有 所 变动 等 。 显 然 ， 这 是 一 些 不 等 精密 度 测量 的 情况 。 需 要 我 们 研究 的 问题 
是 ， 如 何 求 得 被 测 参数 的 最 可 信赖 值 ， 并 估计 它 的 误差 。 

设 艺 为 被 测 参数 的 真 值 ，1 、7,、…、1 为 彼此 交 et 44、4,、…、44 为 测 

定 值 所 包含 的 随机 误差 ， 则 1 = 半 + J 最 可 信赖 值 m 是 测定 值 的 某 种 

,1) 








组 合 ， 即 
Lh= (3-25) 
在 最 理想 的 情况 下 
RS MW)= a (3-26) 
由 式 (3-26) 可 得 > 流 
流 an 的， 
竹 - OX 
而 雁 六 汉 
NO FL) 区 OF oh ,OF ol, 
从 ax Ohnox Gl, 0x Bl OX 
ol, 
为 二 =1， 所 b 尼 
因为 i 1， 所 以 
OF ,OF OF 法 


OF ,EPE 
a ol a 











因为 任何 一 列 1(i=1,2,…,n) 都 应 满足 上 式 ， 所 以 信号 数 全 - 是 一 些 与 1 的 具体 取 值 无 关 
的 常数 ， 即 

FQ,by,h)=oh ted ++el te 

由 式 (3-27) 可 知 ，c +c,+…+c, =1。 考 虑 1 = 站 的 特殊 情况 ， 由 上 式 可 以 解 得 c=0 。 
自 设 系数 c4、c,、…、c6, 均 为 正 数 ， 则 这 些 系 数 必 为 小 于 1 的 真 分 数 ， 因 而 可 以 写作 


W 
c,=— i=1,2,…,n 
W ( ) 





























由 于 六 =1， 故 灰 = 交友 ， 于 是 被 测 参数 的 最 可 信赖 值 可 用 下 式 表示 
i=l il 
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2 
Wt +… 二 W，_ 全 (3-28) 
W 





1 
=—(Wl+WLb+…+Wl)= 
DAU 全 





式 中 ， 克 称 为 测定 值 的 权 ，Z 又 称 为 加 权 平 均值 ， W= Ym 称 为 测量 结果 (加 权 平 均值 ) 


i=] 
的 权 。 

式 (3-28) 的 意义 是 ， 在 不 等 精密 度 测量 中 ， 我 们 不 应 该 对 各 测定 值 一 视 同仁 ， 而 必须 对 
那些 比较 可 靠 的 测定 值 ， 给 予 更 多 的 重视 ， 即 给 予 较 大 的 权 。 应 该 指出 ， 权 的 数值 没有 绝对 
的 意义 而 只 具有 相对 的 意义 。 

在 特殊 的 情况 下 ， 令 页 = 有 丙 =…= 夯 , ， 则 式 (3-28) 就 与 算术 平均 值 的 计算 公式 相同 。 这 
就 是 前 面 所 讨论 的 等 精密 度 测 量 的 情况 ， 既 然 测 量 的 精密 分 我 们 就 没有 理由 重视 一 部 
分 测定 值 而 轻视 男 一 部 分 测定 值 。 

要 应 用 式 (3-28) 进行 计算 ， 首 先 必须 确定 各 
的 分 析 ， 考 虑 到 测量 仪器 的 精度 和 技术 状况 ， 操 
及 稳定 情况 等 各 种 因素 的 影响 ， 人 gg 权 。 这 是 一 项 十 分 困难 的 工作 ， 只 有 实 
际 经 验 比较 丰富 的 人 ， 才 可 能 做 到 恰 如 1 果 对 各 测定 值 / 的 标准 误差 e 可 以 作出 某 种 
估计 的 话 ， 那 么 各 测定 值 的 权 夯 ， ee 


以 加 权 平 均值 (最 可 信和 赖 信 人 测量 结果 ， er 必然 会 有 误差 。 与 
话 光 时 的 情况 让 人 民运 等 精密 度 测量 结果 平均 值 ) 也 是 一 个 随机 变量 ， 它 的 随机 






























% 权 。 这 时 ， 应 该 对 测定 值 进行 全 面 
察 人 员 的 水 平和 熟练 程度 ， 外 界 环境 












误差 4 又 4 SN 
~ 1 FEWX+A) WA 


到 > 抽 > m 


=1 i=] 
这 就 是 说 ， 测 量 结果 (加权 平均 值 ) 的 随机 误差 ， 等 于 各 测定 值 随机 误差 的 加 权 平 均值 。 
不 等 精密 度 测量 结果 (加 权 平 均值 ) 的 精密 度 参 数 ， 按 贝 塞 尔 法 计算 时 ， 其 公式 如 下 : 





(3-29) 


:M4 











(3-30) 


,=0.67456, =0.6745 | 一 -局 一 








式 中 ，6, 一 一 加 权 平 均值 的 标准 误差 的 估计 值 ; 
方 一 一 加 权 平 均值 的 概 然 误差 的 估计 值 ; 
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lb: 
1 一 测定 值 的 数目 ， 
万 一 一 各 测定 值 的 权 。 


3.4 直接 测量 参数 测定 值 的 处 理 


3.4.1 测量 结果 的 表达 

测量 工作 的 目的 ， 就 是 要 确定 被 测量 参数 的 数值 。 

通过 有 限 次 重复 测量 ,我 们 不 可 能 获得 被 测 参 数 的 真 值 X ,但 是 可 以 用 测定 值 的 算术 平 
均值 艺 或 加 权 平 均值 五 来 近似 地 代替 它 。 这 时 ， Ee 过 为 
XsL 或 





下 


(3-31) 


这 种 表达 方式 常用 于 粗略 的 测量 中 。 入 
运用 数理 统计 学 中 区 间 估计 的 方法 ， 人 
区 间 。 


设 测 定 值 4、2 、…、 几 组 成 一 等 精密 度 测 量 列 ， 由 测量 条 件 决定 的 标准 误差 

















服从 正 态 分 布 ， 即 次 





a 二 个 标准 化 正 态 分 布 的 随机 变量 ， 而 
Vn 


六 ~ 化 
QD Ln 则 是 一 个 自由 度 为 /= 1-1 的 和 2 分布 随机 变量 , 这 两 个 随机 变量 互 
相 独 立 ， 所 以 


Oo 
d/o 6 
Vn 
是 一 个 自由 度 为 了 =z-1 的 :分 布 随机 变量 。 如 预先 选 定 置信 概率 p ， 即 可 由 +t 分 布 表 查 得 


刀 (CP) ， 使 得 P 抽 < 刀 CPD}= 志 ， 由 此 可 得 





























[2 < 扫 10)- dt,(f) 
于 是 ， 测 量 结果 可 以 表达 为 


无 = 人 0- L+61,(7) (3-32) 


eke 
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的 含义 是 : 被 测 参数 的 真 值 X 在 置信 区 间 [L-6t,(/),L+641,(7)] 内 的 置信 概率 为 p。 或 

者 说 ， 我 们 以 置信 概率 p 确信 ， 以 算术 平均 值 L 代 替 真 值 立时 ， 误 差 不 超 过 G1,(/) 。 在 实 

际 工作 中 ， 如 预先 选 定 真 值 及 置信 区 间 ， 则 可 由 + 分 布 表 确定 对 应 的 置信 概率 p 。 

上 述 区 间 估计 的 方法 ， 可 以 推广 到 不 等 精密 度 测量 的 情况 。 这 时 ， 测 量 结果 可 以 表达 为 
= (3-33) 





叶 























式 中 ，, 一 一 测定 值 的 加 权 平均 什 
5, 一 一 加 权 平 均值 L, 的 标准 误差 的 估计 值 ， 由 式 G-30) 计算 
7 一 一 自 由 度 ， 等 于 测定 值 的 数目 1 
如 果 重复 测量 的 次 数 较 多 ， 则 6 与 o 的 差别 可 以 忽略 不 计 ， 世 二 半 可 近似 地 看 作 标准 化 


os 









































正 态 分 布 的 随机 变量 。 这 时 ， 测 量 结果 可 以 表达 为 4 
对 =L+ 和 ， 或 X= + 和 yxA\(PEN0.997) 
不 =Z+ 方 或 下 = 万 去 双 人 


X=L+6， 或 “3 (p=0.68) 
X=L+6， 或 人 局 (p=0.58) 


加 


(3-34) 






式 中 ， 千 ,、 疡 、 人 GL、5 分 别 为 算术 诗 灼 值 工 的 极限 误差 丫 计 值 、 概 然 误 差 估 计 值 、 标 准 误差 


估计 值 和 平均 算术 误差 估计 


显然 ， 置 信 区 间 的 宽 决 于 给 定 的 置信 Ws 置信 概率 取决 于 
一 成 ( 
的 


给 定 的 置信 区 






间 )， 因 此 ， 用 式 ( 3-34) 表达 测量 绪 吕 时 ， 必 须 注 明 相应 的 
es 处 理 直 接 测量 参 3 1 公式 ， 按 使 用 时 的 顺 

表 3-2 ”处 理 直 接 测 量 参数 测定 值 的 公式 
计算 公式 













4 一 一 各 测定 值 

nn 一 一 测量 次 数 

值 的 算术 平均 值 
4 一 一 测定 值 的 加 权 平 均值 
所 一 一 各 测定 值 的 权 

vi 一 一 各 测定 值 的 残 差 


i— 1,2,n 


< 
Ue 


| 


(2 v=l-L 或 v=l-L 








6 一 一 测量 列 标准 误差 的 估计 值 
谊 一 一 测量 列 差 的 估计 值 
6 一 一 测量 列 平均 算术 误差 的 估计 值 





G3) 测量 列 的 






$=0.79796 =46 


Or 
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( 续 ) 
计算 公式 注 “ 释 

Fh 

二 

2 6 一 一 测量 列 标准 误差 的 估计 值 
G) 测量 列 的 ee i 六 一 一 测量 列 概 然 误差 的 估计 值 
精密 度 参数 0 5 一 测量 列 平均 算术 误差 的 估计 值 


> cs 
=0.84536 ~ 18 
g 13 








A =30 入 ,一 一 测量 列 极限 误差 的 估计 什 
PN 
Dr = 


PL =0.67456, 
6, =0.79796, 


5 

a 然 误差 的 估计 值 
愉 习 均值 平均 算术 误差 的 估计 值 

汪汪 匠 权 平 均值 标准 误差 的 估计 值 

加 权 平 均值 概 然 误差 的 估计 值 


6 一 一 加 权 平 均值 平均 算术 误差 的 估计 值 








(4) 测量 结果 
的 精密 度 参 数 





,=0.647567 








和 36 流 。 沐 平 均值 极限 误差 的 估计 值 
各 =36 2 -一 加 权 平 均值 极限 误差 的 估计 什 
~ 知 


一 一 被 测 参数 的 真 值 
一 一 置信 概率 
4,( 了 ) 一 一 由 置信 概率 p 及 自由 度 =n 一 1 


决定 的 + 分 布 数值 


: 对 等 精密 度 测量 ， 用 算术 平均 值 L 表示 测 量 
对 不 等 精密 度 测量 ， 用 加 权 平均 值 m 表示 测 


p() 
针 =L 圭 六 
=0.50; 
针 = 记 ， | (p ) 
(5) 测量 结果 | X=L+6, 
表达 式 区 6 (p063) | 入 
结果 ; 
X=Li+ 太 
(p=0.58) 
X=h+6,, 量 结果 
无 = 工 土 包 
和 (p=0.997) 
=D + Aim 1) 





3.4.2 ”有 效 数 字 与 舍 入 法 则 


1) 有 效 数字 的 概念 
如 果 我 们 用 一 个 分 度 为 10N 的 磅 秤 ， 去 秤 某 物体 的 了 





和 E 量 ， 得 到 测定 值 为 123N。 这 时 ， 


个 位 上 的 数字 3， 是 根据 磅 秤 指针 的 位 置 估计 出 来 的 ， 因 而 是 可 疑 的 、 近 似 的 (或 者 说 具有 茶 





种 不 确定 性 ) 。 而 前 面 两 位 数字 12 则 是 可 靠 的 (或 确定 的 ) 


。 对 于 这 种 数字 ， 即 除了 末 位 数字 


Xe | 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 ee 
可 疑 外 ， 其 余 各 位 数字 都 是 可 靠 的 ， 我 们 称 之 为 有 效 数字 。 如 无 特殊 说 明 ， 通 常 可 以 认为 
有 效 数字 在 末 位 上 可 有 +1 的 误差 ， 或 在 下 一 位 上 有 :+5 的 误差 。 前 例 ， 测 定 值 123N， 表 明 该 
物体 重量 为 122.5~123.5N。 

有 效 数 字 的 位 数 可 以 这 样 计算 : 从 左 向 右 数 ， 第 一 个 不 等 于 零 的 数字 ， 是 第 一 位 有 效 数 
字 。 例 如 ，0.00904 为 三 位 有 效 数 字 ，1248 为 四 位 有 效 数 字 。 为 了 明确 地 表示 有 效 数字 的 位 
数 ， 有 时 需要 把 数字 写成 wx10? 的 形式 (其 中 ，a 为 有 效 数字 ) ， 如 12500 表示 五 位 有 效 数 字 ， 
而 12.5x10 表示 三 位 有 效 数字 。 显 然 ， 有 小 数 点 的 数 ， 末 位 的 零 是 不 允许 任意 抹 掉 (或 添加 ) 
的 ， 因 为 0.6320 是 四 位 有 效 数字 ， 表 明 该 数 在 0.63195 一 0.63205 之 间 ， 而 0.632 是 三 位 有 效 
数字 ， 表 明 该 数 在 0.6315 一 0.6325 之 间 ， 这 两 个 数 具 有 不 同 的 测量 精密 度 。 值 得 注意 的 是 
有 效 数 字 的 位 数 与 小 数 点 的 位 置 无 关 , 因为 小 数 点 的 位 置 只 取决 于 所 用 的 单位 , 如 前 例 , 123N 
也 可 以 写作 0.123kN， 或 写作 1.23x107; mN， 它 们 都 是 ee: 

















因为 测量 误差 是 不 可 能 完全 避免 的 ， 所 以 ， 通 过 测 ] 
结果 、 精 密度 参数 等 ， 都 具有 某 种 不 确定 性 ， 它 们 的 有 交 


数据 ， 包 括 测定 值 、 测 量 
都 是 有 限 的 ， 并 且 取 决 于 








WR 2 i 下 和 RK 
而 那些 与 测量 无 关 的 数字 ， 如 自然 数 2、5， do 常数 x、e 等 


其 有 效 数字 的 位 数 ， 可 以 认为 是 无 限 的 RS 
2) 合 入 法 则 





与 测量 的 部 分 进 


Lt 有关 的 数据 ， 根 据 测 间 the wa ern 
行 处 理 。 人 hs We 或 者 保 
1 









上 变 ( 即 通常 所 i 或 者 增加 1( 国 胃 的 “入 ”) 。 由 于 会 或 入 而 引起 的 误 
， 称 为 舍 入 误差 3 2 全 舍 入 计 pe 确切 地 说 ， 就 是 使 舍 
ee 区 零 。 
古典 的 “四 管 五 入 ”法 则 ， 一 种 不 理想 的 法 则 ， 因 为 合 入 误差 的 数学 期 望 不 等 于 军 。 
现在 我 们 来 分 析 这 个 问题 。 没有 效 数字 位 数 为 而 数据 有 n+1 位 数字 。 如 第 nt1 位 为 4， 
命 去 后 ， 舍 入 误差 为 -4( 以 第 n+1 位 的 单位 计 ， 下 同 )， 如 第 n+1 位 为 6， 进 入 后 ， 舍 入 误差 
为 14; 依次 计算 ， 可 得 舍 入 误差 值 ( 表 3-3) 。 


表 3-3 第 ntl 位 数字 的 舍 入 误差 值 








第 n+l 位 的 数字 0 9 
含 入 误差 值 1 1 
(以 第 n+l 位 单位 计 ) 


nt1 位 数字 的 取 值 范围 为 : 0，1，2，…，9。 这 10 个 数字 出 现 的 概率 是 相等 的 ， 都 
是 下， 所 以 舍 入 误差 的 数学 期 望 等 于 10 rie D+(-2)+(-3)+(-4)+5+4+3+2+1], 等 了。 
的 可 以 抵消 ， 
2 与 8 时 , 舍 人 误差 为 -2 与 +2, 可 以 抵消 ，…… ， 而 第 ntl 人 舍 入 误差 为 +5， 
无 法 消除 。 如 果 第 n+1 位 数字 等 于 5 时 ， 有 一 半 予 以 舍 去 ， 另 一 半 予 以 进入 ， 则 舍 入 误差 的 
数学 期 望 将 等 于 零 。 


Ov 
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根据 上 述 分 析 ， 可 以 确定 一 种 新 的 比较 理想 的 舍 入 法 则 。 设 有 效 数字 的 位 数 取 为 n， 则 ;: 
巴 如 舍弃 部 分 第 一 位 数字 小 于 5， 第 位 数字 保持 不 变 ; 如 舍弃 部 分 第 一 位 数字 大 于 5, 或 


第 一 位 数字 等 于 5 而 以 后 各 位 数字 不 全 为 零 ， 则 第 位 数字 加 1; 






































@ 如 舍弃 部 分 第 一 位 数字 









等 于 5 而 以 后 各 位 数字 均等 于 零 ， 则 应 使 第 n 位 数字 变 为 偶数 ， 即 原 为 偶数 者 不 变 ， 原 为 奇 
数 者 加 1。 上 述 舍 入 法 则 可 简化 为 如 下 口诀 :“ 五 以 下 舍 ， 五 以 上 入 ， 遇 五 取 偶数 ”“。 采 用 这 
种 舍 入 法 则 ， 可 使 舍 入 误差 的 数学 期 望 值 等 于 零 。 

【 例 3-1】 将 下 列 各 数 化 为 四 位 有 效 数字 。 

135.649 一 135.6; 10.0261 一 10.03; 

4.462501 一 4.463，4.462500 一 4.462; 

4.461500 一 4.462; 1.1075 一 1.108。 

3) 数字 运算 法 则 

对 精密 度 不 同 的 数据 进行 运算 时 ， 必 须 遵循 一 定 的 et 又 便于 
计算 的 目的 。 常 用 的 数字 运算 法 则 如 下 。 

(1) 作 加 减 运算 时 ， 各 数 保留 的 小 数 点 后 的 给 各 数 中 ， 小 数 点 后 位 数 最 少 
者 相同 。 例 如 ，19.45，0.0074，1.623 a 19.45+0.01+1.62=21.08。 因 为 19.45 
这 个 数 ， 百 分 位 上 的 5 已 是 可 疑 数 字 ， 所 电 数 千 分 位 万 分 位 上 的 数字 ， 即 使 可 靠 也 没 
有 多 大 意义 了 。 

(2) 作 乘除 运算 时 ， 各 数 保 避 与 所 给 各 数 中 ， 有 效 数字 位 数 最 少 
者 相同 。 例 如 ，1.42，45.74, ~ 三 数 相 乘 ， 可 此 > 1.42x45.7x0.158=10.3 。 如 某 
数 第 一 位 有 效 数 字 等 ns 计 一 位 。 例 如 9.13， 可 以 看 作 四 位 
有 效 数字 。 和 

(3) wi 多 , 为 ra 职 ， 在 运算 过 程 中 应 多 保留 一 位 数字 。 

(4) 计 定 值 的 平均 值 时 应 多 保留 儿 位 数字 ， 以 便 使 大 多 数 测定 值 的 残 





差 有 两 位 数字 。 a 
件 尺寸 平均 值 ， 开 始 计算 时 为 123.4572! 
123.46mm， 即 五 位 有 效 数 字 。 

5) 在 对 数 运算 中 ， 对 数 的 位 数 应 与 


3.4.3 直接 测量 参数 定 值 处 理 举例 


【 例 3-2】 
定 值 ; 
进行 分 析 。 

解 : 发 动机 稳定 工作 时 ， 可 以 认为 
则 按 表 3-2 的 公式 ， 计 算 如 下 : 

) 算术 平均 值 











了 工 = 一 et 


143, 143, 145, 143, 138, 140, 144, 145, 143, 140(N:m). 





效 数字 ， 取 决 于 它 的 概 然 误差 的 数量 级 。 例 如 ， 某 零 
而 它 的 概 然 误差 为 0.02mm， 则 平均 值 最 终 应 取 








mm, 


5 真 数 有 效 数 字 的 位 数 相 等 


在 某 发 动机 处 于 稳定 工作 情况 下 ， 对 输出 扭矩 进行 了 10 次 测量 ， 得 到 如 下 测 


试 表 达 测 量 结果 ， 并 


输出 扭矩 的 真 值 保持 不 变 ， 假 定 测量 是 等 精密 度 的 ， 


Lt =142.4 (Nm) 


“© 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


(2) 测定 什 的 残 差 w = 一， 计算 结果 如 表 3-4 所 示 。 因 为 w=0， 可 以 验证 算术 平 


1 








均值 工 计算 无 误 。 


表 3-4 ”发 动机 输出 扭矩 测定 值 及 残 差 


测定 值 /; 
143 

































smi a a 
A =30 =6.96 (Nm 


lim 
检查 各 测定 值 的 残 差 ， 其 绝对 值 均 未 超过 入, ， 可 知 测量 工作 正常 ， 各 测定 值 没有 包含 
过 失误 差 。 


(5) 算术 平均 值 的 标准 i 0 2 


G1 = 一 = 一 =0.73 (Nm) ， 概 然 误 差 方 =0.67450, = 


I Vo 





0.49 (Nm) 。 
(6) 选 定 两 个 置信 概率 p=0.9973 和 p=0.50 ， 按 自由 度 f=n-1=9 查 + 分 布 表 ， 得 
109073(9) =4.09, 40s(9)=0.703。 
(7) 测量 结果 的 表达 (置信 区 间 的 估计 ) 
X=L+t,(n-1):6, =142.4+4.09x0.73=142.4+3.0 (Nm) (p=0.9973) 





X=L+t,(n-D):6, =142.4+40.703x0.73=142.4+0.5 (Nm) (p=0.5) 


这 就 是 说 , 发 动机 输出 扭矩 的 真 值 虽然 无 法 求 得 , 但 可 用 142.4N-m 近似 地 代表 它 ， 并 且 
我 们 以 0.9973 的 概率 确信 ， 真 值 在 139.4 一 145.4N-m 范围 内 (以 0.50 的 概率 确信 ， 真 值 在 
141.9 一 142.9Nm 范围 内 ) 。 


Ow 
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(8) 为 比较 起 见 ， 按 正 态 分 布 作 近 似 计算 
=L+ 针 ,=L+36, =142.4+2.2 (Nm) (p=0.9973) 
=L+7 =142.4+0.5 (Nm) (p=0.50) 
由 此 可 见 ， 按 正 态 分 布 计算 的 置信 区 间 ， 小 于 按 1 分 布 计算 的 置信 区 间 。 这 就 是 说 ， 按 
正 态 分 布 作 近 似 计算 时 ， 将 造成 一 种 错觉 一 一 测量 的 精密 度 较 高 。 只 有 在 重复 测量 次 数 较 多 
(n=10)， 置 信 概 率 取 为 0.50 时 ， 两 种 计算 方法 所 得 的 结果 大 体 相 同 。 因 此 ， 按 正 态 分 布 作 近 
似 计算 时 ， 习 惯 上 采用 下 列表 达 方 式 ; X=L+7, (p=0.50)。 


























3.5 间接 测量 参数 (函数 ) 的 误差 分 析 














3.1 节 可 知 ， 间 接 测量 参数 了 可 用 下 式 表 示 gk 


Y=F(X,X,, i. 





式 中 ， 关 、 匈 ,…、 污 ,为 彼此 独立 的 可 以 直接 涡 a 
次 测量 是 无 法 求 得 关 、XX,…、XX, 的 真 值 的 ; 包 识 萝 数 7 (简称 函数 ) 的 真 值 也 是 无 法 求 得 的 。 





现在 的 问题 是 ， 根 据 关 、X、… 可 信赖 值 H、L…、L, 及 相应 的 概 然 误差 
Zi oa im ， 如 何 求 得 7 的 最 LL 及 相应 的 概 然 误差 y,,; 或 者 根据 参数 了 所 要 


参数 7 的 误差 与 参数 (=13 误差 之 间 世 人 就 是 平均 误差 传递 积累 ) 定律 。 
3.5.1 平均 误差 传 i 从 定律 * 

i i 

ee ee SY,、…、 芳 ,各 进行 n 次 测量 ， 则 将 测定 值 代入 上 
述 函 数 式 ， 可 得 h、4,…、7,, ， 组 成 一 个 间接 测量 列 。 如 以 oi,(i=1,2,…,m) 表示 污 的 测量 
列 的 标准 误差 ， 以 o, 表示 参数 7 的 测量 列 的 标准 误差 ， 则 o, 一 定 是 0 的 某 种 组 合 。 现 在 来 
寻求 这 种 组 合 的 函数 形式 。 

根据 多 元 函数 泰勒 级 数 展开 式 ， 并 考虑 到 测量 误差 数值 较 小 ， 因 而 可 以 忽略 二 次 以 上 各 
项 ， 则 得 


求 的 测量 精密 度 ， Se > 2 人 密度 。 要 解决 这 些 问 题 ， 必 须 求 得 
入 m) 的 








Mr (3-35) 
a 1 a 


将 上 式 平方 得 








2 2 
AP -| 于 AX? + ED AX2 十 … 十 本 AX2 
5 5 5 


m 








对 X, 进 行 n 次 重复 测量 ， 可 得 类 似 的 n 个 方程 式 。 将 这 个 方程 相 加 ， 若 n 一 吕 ， 由 于 正 负 
误差 可 以 抵消 ， 因 而 上 式 中 的 非 平 方 项 相 加 等 于 零 。 故 得 




















了 
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RE 人 


式 中 ，j 为 重复 测量 的 序号 。 以 二 乘 上 式 的 两 并 ， 则 得 























2 各 2 秋 
»_ {ers {ory ， farT ,_ or) 
bab a 
令 SE-=m， 并 称 为 误差 传递 ( 积 办) 系数 ， 则 式 (3-36) 可 改写 为 
0,=Ya 0 +00, ++0, 0, = Yao (3-37) 
和 1 
Re 正 态 分 布 ， 且 由 概率 论 
可 知 ， 正 态 分 布 随机 变量 的 线性 组 合 ， 也 是 一 个 正 态 分 机 你 人 变量 ， 因 此 ， 若 了 是 义 的 线性 
组 合 时 ， 这 个 假设 是 正确 的 。 否 则 只 是 一 个 近似 ) ， 7) 可 以 扩展 为 
= oa = > 2 (3-38) 
式 中 ， 可 以 代表 测量 列 的 精密 度 参 Sy TAA, 
六 、6, 等 ， 也 就 是 a Up 
hd es 之 间 的 函数 关系 ， 称 为 平均 误差 


”这 里 所 的 “: 


误差 ， 是 指 随机 
(3 人 8) 可 知 ，o 点 实际 - 






急 体 的 精密 度 参 
只 有 XV 有 具有 


传递 (积累 ) 定 律 。 mt 
数 ， pn 进一步 分 机 


平均 误差 点 (其 他 让 


雇 关 








) 时 ， 函 数 了 所 具有 的 平均 误差 ， 因 此 6 


各 





部 分 误差 的 几何 和 。 在 这 里 , 系数 





又 称 为 部 分 误 Gi 2 
起 到 了 将 自 变量 斧 误 差 传递 给 函数 的 作用 ， 这 就 是 把 we 称 为 误差 传递 系数 的 原因 
在 式 (3.38) 中 ， 吕 的 单位 与 交 的 单位 相同 ， 而 上 的 单位 与 的 单位 相同 ， 都 届 于 绝对 误 


差 的 范畴 。 如 以 相对 误差 的 形式 表示 , 参数 了 的 相对 误差 如， -全 ， 而 区 的 相对 误差 名 ， = 各 ， 





则 式 (3-38) 可 改写 为 


包 2 a 2{ Xn 
0 = y= a So1 + 0 如 十 … 二 ar 了 


-5 


应 该 指出 的 是 ， 式 (3-39) 中 ， 台 ,和 5% 都 是 无 单位 的 量 。 











(3-39) 


3.5.2 ”间接 测量 参数 测定 值 的 处 理 


1) 间接 测量 参数 的 最 可 信赖 什 
对 各 自 变量 XX,(i=1,2,…,m) 进行 n 次 重复 测量 ,将 测定 值 代入 间接 测量 函数 式 了 = F(X， 
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厂 ,… 尼 ,) ， 即 得 参数 的 n 个 问 接 测定 值 。 在 等 精密 度 测量 的 情况 下 ， 参 数 了 的 最 可 信赖 
信 就 是 问 接 测定 值 的 算术 平均 值 5, 。 根 据 式 (3-35) ， 参 数 了 的 间接 测定 值 /可 用 下 式 表 示 


站 (3-40) 
ox a Ba 





























将 nn 个 这 样 的 方程 式 相 加 并 除 以 x， 则 得 


L, 2 =F(X, XX 0 


式 中 ， /一 重复 测量 的 序号 . 
上 式 可 改写 为 ”入 
+ Er 


L,=Y+4,=F(X, XX, i 
di 


式 中 ， 1， 机 一 一 参数 7 了 的 算 机 误差 ; 
/=1 


ci 的 随机 误差 。 
7 
ss Bt ~- 


We + 加 ,加 Se + 九 ) 
村 (3-42) 
NO =F(X,X, 祖 向 et 人 
(3-42) ， 可 得 
b=7+% =F(D; DL) (3-43) 

此 可 见 , 只 要 将 直接 测量 参数 ,的 算术 平均 值 L 代入 间接 测量 函数 式 , 即 可 求 得 参数 
7 的 算术 平均 值 L，。 

2) 间接 测量 结果 的 表达 


通过 有 限 次 重复 测量 ， 我 们 不 可 能 获得 间接 测量 参数 的 真 值 Y， 但 是 可 以 用 间接 测定 值 
的 算术 平均 值 L, 来 近似 地 代替 它 。 这 时 ， 测 量 结果 可 以 表达 为 
了 = 工 (3-44) 


(3-41) 












































这 种 表达 方式 常用 于 粗略 的 测量 中 。 
间接 测量 参数 的 真 值 了 的 区 间 估计 ， 是 一 个 比较 复杂 的 问题 。 如 果 间 接 测定 值 心服 从 正 


可 近似 地 看 作 标 准 化 正 态 分 布 的 随机 变量 ， 

















态 分 布 ， 而 且 重复 测量 次 数 较 多 ， 那 么 ， 包 二 











这 时 ， 间 接 测量 结果 可 以 表达 为 


2 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


Y=L,#6 (p= | 人 


Y=L,+7. (p=0.50) 
式 中 ，6, 一 算术 平均 值 的 标准 误差 的 估计 什 
六 一 算术 平均 值 志 的 概 然 误 差 的 估计 值 
一 置信 概率 。 
将 各 自 变 量 的 算术 平均 值 盛 的 标准 误差 的 估计 值 6 ， 或 概 然 误差 的 估计 值 疡 ， 代 入 
式 (3-38) ， 当 间接 即 可 求 得 5, 或 六 。 
当 间 接 测量 函数 式 取 乘 除 形 式 时 ， 即 
Y= RY = KA 
这 时 ， 误 差 传递 系数 w 为 

















% =a =Q@ KX XY 
如 用 式 (3-38) 直接 计算 总 比较 繁 下 ， wa 二 算 吕 ， 则 比较 方便 。 因 为 这 时 ， 
4 式 (3-39) 可 以 写作 


如 = 小 ++ ; 基 (3-46) 


ee 
MT 即 可 ， 这 时 ， 间 接 测量 结果 可 用 下 式 表达 





























二 他 2 (3-47) 
nn i 
hin = + 医 him|+* “tax om -> | (3-48) 
a 2 这 时 
vim = 2 -> Am (3-49) 





式 (3-48) 和 式 (3-49) 中 ，Him 和 we 自 变 量 算术 平均 值 L 的 绝对 极限 误差 和 相对 极 
限 误差 。 式 (3-48) 和 式 (3-49) 反映 了 这 样 一 种 最 不 利 的 组 合 : 环 的 随机 误差 都 达到 极限 值 (最 
大 可 能 值 )， 且 因此 而 引起 的 函数 误差 都 具有 相同 的 符号 ， 这 时 ， 部 分 误差 以 绝对 值 相 加 的 方 
式 相 硬 加 。 

应 该 指出 , 只 有 在 重复 测量 次 数 很 多 的 情况 下 , 才 可 以 用 式 (3-45) 表示 间接 测量 参数 了 的 
置信 区 间 。 如 果 测 量 次 数 较 少 ， 用 式 (3-47) 表达 测量 结果 比较 合适 。 在 极端 的 情况 下 ， 如 果 
对 每 个 自 变 量 只 进行 一 次 测量 ， 那 时 ， SU 能 根据 测量 仪器 的 精密 度 ， 估 计 各 自 变量 的 极 
限 误差 ， 并 用 式 (3-47) 表达 间接 测量 的 结果 


@ 
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为 便于 应 用 ， 现 将 处 理 间 接 测量 参数 测定 值 的 公式 ， 汇 总 见 表 3-5。 
表 3-5 处理 间接 测量 参数 测定 值 的 公式 
注 解 
7Y= (8) 一 一 间接 测量 参数 的 函数 式 
总 一 各自 变量 的 真 什 
1 一 一 各 自 变量 的 序号 
三 一 一 各 自 变 量 的 算术 平均 值 ( 按 表 3-2 计算 ) 
也, 一 一 参数 7 的 算术 平均 值 

























计算 公式 





(DL,=F(D, LL) 
=F(L) (i=L,2,,m) 





Qi 一 一 误差 传递 函数 






外 一 各 自 变 量 算术 惠 的 精密 度 参数 的 估计 值 ( 按 





表 3-2 计算 ) 
名 参数 y 的 算术 下 鬼 值 L, 的 精密 度 参数 的 估计 值 
人 G4 一 一 各 生变 平均 值 L 的 相对 精密 度 参数 的 估计 值 


算术 平均 值 L, 的 相对 精密 度 参数 的 估计 值 
谱 测 量 参数 的 真 值 











hn = lh 小 
f= 


him = Yhovim = (EA 






i 变量 算术 平均 值 L 的 极限 误差 的 估计 值 


Sox 俯 表 3.2 计算 ) 
种 奖 6 一 参政 了 的 外 术 殉 全 的 绝对 和 和 对 术 了 
7 








~L, y ps iim 差 的 估计 值 
hin 一 一 各 自 变量 算术 平均 值 /的 相对 极限 误差 的 估 
和 im hain 计 什 





参数 了 的 算术 平均 值 L 的 标准 误差 的 估计 值 
方 一 一 参数 Y 的 算术 平均 值 工 , 切 的 概 然 误差 的 估计 值 
一 一 竹 信 概率 


vr, 







Y=L,+6, (p=0.68) 
Y=L,t7 (p=0.50) 








【 例 3-3】 用 水 力 测 功 器 测量 发 动机 输出 的 功率 。 摆 锤 秤 量程 为 0 一 1600N， 转 速 表 量 程 
为 0 一 2400rmin， 精 度 均 为 一 级 。 在 某 一 时 刻 ， 摆 锤 秤 读数 P=510N， 和 转速 为 1210r/min。 
试 表达 并 分 析 测 量 结果 。 

解 : 发 动机 输出 功率 函数 式 为 











N=CPn, kW 
式 中 ，P 一 一 扫 锤 秤 读数 ，N; 
1 一 一 转速 ，wmin; 
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C 一 一 水 力 测 功 器 常数 ，7.498x10。 

因为 对 各 自 变量 只 测量 了 一 次 ， 将 测定 值 代入 函数 式 即 得 测量 结果 
N=9.498x105x510x1210= 46.27(kW) 

阮 在 分 析 测量 结果 的 极限 误差 。 因 为 函数 式 取 乘 除 的 形式 ， 按 式 (3-49) 先 计算 相对 极限 

误差 比较 方便 : 

















AR 
oin = ora + oninl -| pr 


AR 和 Amin 可 根据 测量 仪器 的 精度 等 级 予以 估计 ， 即 AR =1600x1%=16(N)， 而 
Amin =2400x1%= 24(rmin) ， 于 是 


Mowim = 


Amnm 
n 








品 








=0.03+0.02 = 





16 24 
一 +- 一 | 
510| |1210 


MAvim = N Aim = 46.27 “i 


发 动机 输出 功率 测量 结果 最 终 可 以 表达 为 “LA 





十 ) 
ns. 它 在 44.0 一 48.6kW 范围 内 。 
测量 结果 的 相对 极限 误 j 置 信 区 间 宽 为 4.6kW) 的 原因 是 : 不 恰当 地 选用 


一 个 制 动 能 力 较 大 的 水 力 测 功 Nn 此 外 ， 因 为 没有 做 重复 测量 ， 
只 能 根据 仪器 的 精度 等 级 估 六 误差 ， 这 种 估 让 主 往 偏 大 。 


3.5.3 ”函数 误差 的 


一 
我 们 已 经 读 & 站 交 是 的 设 汉 肖 的 四 也 就 是 处 理 已 经 得 到 的 测量 数 
据 的 方法 。 现 在 我 们 要 讨论 一 个 相反 的 问题 ， 为 了 保证 间接 测量 结果 的 精密 度 ， 各 自 变 量 所 
应 具有 的 测量 精密 度 ， 也 就 是 将 给 定 的 函数 误差 ， 分 配给 各 自 变量 。 这 是 试验 设计 的 重要 内 
容 之 一 。 

疫 癌 接 测量 的 一 般 函 数 式 为 













Y=F(X,,X,,…, X,) 
根据 平均 误差 传递 定律 ， 可 得 


Sa tat rae -Sas 
i=] 


现在 的 问题 是 : 在 已 知 函数 式 F(X;) 和 给 定 & 的 情况 下 ， 如 何 求 5&、5S…:、5。 显 然 ， 这 个 
问题 的 解 将 是 不 定 的 ， 因 为 方程 式 只 有 一 个 ， 而 未 知 数 却 有 m 个 。 

为 了 解决 这 个 问题 , 需要 作出 各 种 假设 ,以 便 列 出 补充 方程 式 。 经常 应 用 的 是 等 效法 则 ， 
认为 各 自 变 量 引 起 的 函数 误差 相等 ， 即 


UG = 86 = = nn 








将 上 式 代 入 式 (3-38) ， 可 得 
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因而 &= i=l,2, wm) (3-50) 


和 
本 


应 用 等 效法 则 时 ， 没 有 考虑 各 自 变 量 测量 工作 的 难 易 ， 所 以 按 式 (3-50) 求 得 的 
专人 =12…,zD) 不 一 定 是 合理 的 。 这 就 需要 根据 具体 情况 进行 调整 ， 即 给 那些 容易 测 得 精密 
的 自 变 量 以 较 小 亏 ， 给 那些 不 容易 测 得 精密 的 自 变量 以 较 大 的 所 。 

如 以 相对 平均 误差 的 形式 表示 ， 则 如 式 (3-39) 所 示 


这 时 ， 等 效法 则 表现 为 


代入 式 (3-39) ， 解 得 





(3-51) 
和 = nk 
同 理 ， 也 需要 在 求 得 的 忆 , 之 间 进 入 
如 以 极限 误差 的 形式 表示 
(50) 


NG Mi = RY 2 (3-53) 


式 中 , him 和 hiin 分 别 为 各 自 变量 算术 平均 值 的 绝对 极限 误差 和 相对 极限 误差 ; Qim 和 im 


分 别 为 函数 的 算术 平均 值 的 绝对 极限 误差 和 相对 极限 误差 ， 其 数值 已 经 给 定 。 同 理 ， 也 需要 
在 求 得 的 fm (或 om ) 之 间 ， 进 行 必 要 的 调整 。 


【 例 3-4】 某 圆柱 体 的 直径 d 约 为 25mm， 高 h 约 为 60mm, 今 要 求 测量 体积 的 相对 误差 
不 超过 1%， 试 分 配 4 和 有 的 测量 误差 。 
解 : 圆柱 体 的 体积 庆 = 。 因 为 x 的 有 效 数字 位 数 可 以 取 足 够 多 ,使 x 取 近 似 值 而 造 


成 的 误差 ， 小 到 可 以 忽略 不 计 ， 所 以 自 变量 数目 m 等 于 2。 根 据 等 效法 则 ， 按 式 (3-53) 计算 





时 ,以 区 二 王 工 -1 代入 ， 即 得 
4 ha, 
5 
tim =— =0.25%, hsm, =25x0.25% =0.0625(mm) 
nin = =0.50%, Hin =60x0.50% =0.3(mm) 


由 此 可 见 ， 直 径 4 的 测量 要 求 较 高 ， 用 一 般 游标 卡尺 不 能 满足 要 求 ， 于 是 作 如 下 调整 : 


人 
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学 
in = 0.4%, Ain =25x0.4% =0.1(mm) 
pi =0.2%, bi =60x0.2%=0.12(mm) 
这 时 ， 直 径 dq 和 高 h， 均 可 般 游 标 卡 尺 测 量 ， 保 证 体积 玉 的 相对 误差 不 超过 1%。 
3.5.4 ”最 有 利 的 测量 条 件 
现在 我 们 要 讨论 这 样 一 个 问题 ， 如 何 确定 最 有 利 的 测量 条 件 。 也 就 是 说 ， 在 什么 条 件 下 
进行 测量 ， 可 以 使 函数 的 误差 为 最 小 。 这 也 是 试验 设计 的 一 个 重要 内 容 。 
讨论 最 有 利 的 测量 条 件 , 一 般 从 相对 误差 出 发 . 由 式 (3-39) 和 式 (3-49) 可 知 : 当 6&, 一 0 或 
hiim 一 0 时 ， 函 数 的 误差 将 趋 近 于 零 。 但 这 不 是 我 们 所 要 讨论 的 问题 ， 因 为 这 种 情况 意味 着 
降低 测量 误差 ， 而 不 是 改善 测量 条 件 。 我 们 要 研究 的 是 ， 在 量具 有 一 定 的 测量 误差 的 
前 提 下 ， 寻 求 最 有 利 的 测量 条 件 。 
确定 最 有 利 的 测量 条 件 ， 实 际 上 就 是 求 式 (3- a 9) 所 表达 的 函数 取 极 小 值 的 条 
件 。 对 于 单元 函数 ( 即 只 有 一 个 独立 RS 等 于 零 量 二 阶 导数 大 于 零 时 ， 
函数 有 极 小 值 ， 这 就 是 最 有 利 的 测量 条 件 。 函数 而 言 ， 对 各 自 变量 的 一 阶 偏 导 数 等 


于 零 是 函数 有 极 值 的 必要 条 件 ， 因 此 人 RS 


> =1,2,: 涤 (3-54) 






















































































次 ) me a ,m) (3-55) 
NX 根 扣 曙 各 个 方程 式 ， 解 出 多 、 巧 、…、 久 ，， 这 就 是 函数 
上 取 极 值 的 必要 条 件 。 要 判断 函数 是 否 有 极 小 值 ， 数 学 计 
算 比较 繁琐 。 有 时 根据 具体 情况 进行 分 析 即 可 作出 判断 。 
【 例 3-5】 用 图 3.6 所 示 的 电 桥 ， 测 量 电阻 y， 试 求 
最 有 利 的 测量 条 件 。 
| 一 一 一 解 ; 根据 电 桥 平衡 条 件 可 得 
| a 


图 3.6 用 电 桥 测量 电阻 
设 标准 电阻 R 及 滑 线 电阻 总 长 度 工 为 已 知 ， 且 不 考 
虑 它们 的 误差 ,这 时 可 以 把 被 测 电阻 > 看 作 x 的 单元 函数 , 如 测量 长 度 x 时 的 极限 误差 为 win ， 
则 
LR 
yiim = 
(一 加 


4 


L 


二 一 -一 和， 
hvim x(L-x) xlim 


Or 
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end -0 ， 解 得 x*= 王 ， 此 时 一 阶 导数 大 于 零 ， 故 函数 un 取 极 小 值 。 这 就 是 说 ， 
Se 


3.6 系统 误差 


在 讨论 随机 误差 的 过 程 中 , 我 们 曾 假 定 系 统 误差 、 过 失误 差 已 被 消除 。 但 在 实际 工作 中 ， 









系统 误差 往往 不 容易 发 现 ， 而 被 人 们 所 忽视 。 如 果 测 定 值 中 包含 有 系统 误差 ， 这 时 ， 用 表 3-2 
和 表 3-5 所 列 公式 处 理 测 量 数据 ， 将 失去 意义 。 因 此 ， 测 量 工作 人 员 必 须 重 视 系统 误差 的 研 





方法 。 
3.6.1 ”系统 误差 及 其 分 类 < 
保持 一 定数 值 或 按 一 定 规律 变化 的 误差 ， 人 
在 每 一 次 具体 的 测量 中 。 因 此 ， 通 过 试验 找到 j 
消除 系统 误差 的 影响 。 设 被 测 参数 的 真 值 》 
m， 在 不 考虑 随机 误差 的 情况 下 ， 可 和 


> =X+0 次 | (3-56) 
于 是 a a 
流 己 和 0 


究 ， 以 便 尽 可 能 地 消除 系统 误差 。 0 发 现 和 消除 系统 误差 的 


系统 误差 是 有 规律 的 ， 它 体现 
律 之 后 ， 就 可 以 对 测定 值 进行 修正 ， 以 
统 误差 为 6 ， 包 含有 系统 误差 的 测定 值 为 







(3-57) 
这 就 是 说 ， 为 了 gi 参数 的 真 值 ， aa -项 c， 也 就 是 用 c 来 修正 测定 
值 ， 因 此 c 被 值 (或 更 正 项 ) 。 ee 可 知 


c=-0 

研究 系统 误差 ， 就 是 要 寻找 它 的 规律 ， 并 确定 更 正 值 的 数值 。 系 统 误差 与 测量 系统 的 情 
况 有 密切 的 关系 ， 必 须根 据 具 体 情况 作 具 体 分 析 ， 为 了 考察 各 种 因素 的 影响 ， 往 往 需 要 分 别 
进行 各 种 专门 的 试验 。 

系统 误差 根据 其 性 质 可 以 分 为 两 类 : 固定 的 系统 误差 和 变化 的 系统 误差 。 
1) 固定 的 系统 误差 
在 整个 测量 过 程 中 ， 数 值 大 小 和 正 负 号 都 保持 不 变 的 系统 误差 ， 称 为 固定 的 系统 误差 。 

例如 ， 仪 器 标尺 的 刻度 (或 标定 ) 误差 ， 就 是 一 种 常见 的 固定 的 系统 误差 。 仪 器 使 用 温度 
与 标定 温度 不 同 而 引起 的 误差 ， 在 使 用 温度 保持 不 变 的 条 件 下 ， 也 具有 这 种 性 质 。 

2) 变化 的 系统 误差 

在 测量 过 程 中 ， 数 值 大 小 或 正 负 号 发 生变 化 的 系统 误差 ， 称 为 变化 的 系统 误差 。 根 据 变 
化 规律 的 不 同 ， 又 可 分 为 以 下 几 类 。 

(1) 累进 的 系统 误差 ， 是 指 测量 过 程 中 不 断 增 大 (或 减 小 ) 的 系统 误差 ， 其 中 最 简单 的 一 
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(2) 周期 性 的 系统 误差 ， 是 指 周 期 性 地 改变 数值 或 正 负 号 的 系统 误差 。 

(3) 复杂 的 系统 误差 ， 是 指 变 化 规律 比较 复杂 的 系统 误差 。 

下 面 我 们 将 根据 这 种 分 类 方法 ， 讨 论 系统 误差 问题 。 
3.6.2 ”系统 误差 对 测量 的 影响 

对 未 知 参数 革 作 次 重复 测量 ， 取 得 一 个 测量 列 。 在 一 般 情况 下， 测定 值 中 既 包 含有 随 
机 误差 , 也 包含 有 系统 误差 。 设 mw、m,、…-、m, 为 未 更 正 的 ( 即 包 含有 系统 误差 和 随机 误差 的 ) 
各 测定 值 ， 全 尺 …、 力 为 更 正 后 的 ( 即 消除 了 系统 误差 但 仍 含有 随机 误差 的 ) 各 测定 值 ，M 为 
未 更 正 的 测定 值 的 算术 平均 值 ，L 为 更 正 后 的 测定 值 的 算术 平均 值 。 现 在 分 别 讨论 固定 的 和 
变化 的 系统 误差 对 测量 的 影响 。 

1) 设 测定 值 中 只 含有 固定 的 系统 误差 和 随机 误差 

为 了 讨论 方便 ， J 和 0, 表示。 根据 测量 误差 



































的 定义 可 得 
m=X+A+0 + PS 
Sn +0 + 


m,=X 三 本 全 十 入 
式 中 ， oa 


M=L+0 


(3-58) 


ee Lo (3-59) 
此 可 见 , 人 科 定 的 系统 误差 可 以 独立 地 予以 消除 。 对 未 更 正 的 测定 值 的 算术 平均 值 MM ， 
引入 各 更 正 值 ， 即 可 求 得 更 正 后 的 测定 值 的 算术 平均 值 [一 一 最 可 信赖 的 测量 结果 。 
更 正 后 的 测定 值 的 残 差 v,=1 一 LK ， 将 式 (3-58) 及 式 (3-59) 代 入 ， 则 得 
ss 




















即 
v=m—M = (3-60) 

这 就 是 说 ， 更 正 后 的 测定 值 的 残 差 w 与 未 更 正 的 测定 值 的 残 差 u 相等 。 也 就 是 ， 固 定 的 
系统 误差 的 存在 ， 将 不 会 影响 测量 的 精密 度 参数 。 因 此 ， 用 表 3-2 和 表 3-5 所 列 公式 处 理 测 
量 数据 时 ， 将 不 可 能 发 现 固 定 的 系统 误差 的 存在 。 这 就 是 固定 的 系统 误差 特别 危险 的 原因 。 

2) 设 测 定 值 中 只 含有 变化 的 系统 误差 和 随机 误差 

为 了 讨论 方便 ， 考 虑 两 个 因素 引起 的 变化 的 系统 误差 ， 并 以 和 、 包 ; 表示。 根据 测量 误差 
的 定义 ， 可 得 





















































m=l+0+0: (i=1,2,.…,n) (3-61) 
将 上 式 相 加 并 除 以 x， 即 得 


@ 
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1 ,1X 
A 


1 1 
L=M-—Y》 0-—Y 60=M+o+c, (3-62) 
3 li 22 2 Gtc, 





式 中 ， = -6, 为 消除 系统 误差 @ 而 引入 的 更 正 值 。 二》 4, 表示 系统 误差 @ 的 算术 平 


均值 。 由 此 可 见 ， 为 了 求 得 更 正 后 的 测定 值 的 算术 平均 值 L， 可 以 根据 变化 的 系统 误差 的 平 
均值 ， 对 未 更 正 的 测定 值 的 算术 平均 值 M 引入 更 正 值 。 
更 正 后 的 测定 值 的 残 差 w =1 一 L， 将 式 (3-61) 和 式 (3- 的 并 令 0 =bi+2 ， 则 得 





















(3-63) 





这 就 是 说 ， 更 正 后 的 测定 值 的 残 差 w 与 未 更 ij 证 值 的 残 差 并 不 相等 。 也 就 是 ， 变 
化 的 系统 误差 的 存在 ， 将 影响 测量 的 精 人 ， 用 表 3-2 和 表 3-5 所 列 公 式 处 理 测 


量 数 据 时 ， 将 有 可 能 发 现 变化 的 系统 误差 净 耸 
3.6.3 ”系统 误差 的 发 现 


通过 测量 取得 测定 值 以 i 查 测定 es. 这 是 一 项 极为 
重要 的 工作 。 这 里 ， 我 人 地 介绍 几 种 常用 ， 其 他 方法 可 参阅 有 关 书籍。 

1 oid i ee 

xo A 仿 Ehsme 明 区 sy 可 以 写 


v=m,—M= 相让 (3-64) 








式 中 ， L > 4 表示 变化 的 系统 误差 的 平均 值 。 对 于 一 个 已 经 实现 的 测量 列 而 言 ， 这 是 一 个 确 


=] 
定 的 数值 ， 而 8 则 是 一 个 变量 。 在 随机 误差 小 于 系统 误差 的 情况 下 ，v; 的 正 负 号 将 主要 取决 
于 8 。 因 此 ， 根 据 未 更 正 的 测定 值 的 残 差 v 的 符号 ， 可 以 发 现 变化 的 系统 误差 的 存在 。 具 体 
的 检验 准则 如 下 。 
准则 一 ”将 未 更 正 的 测定 值 按 测 量 的 先后 次 序 排列 ， 如 残 差 v 的 代数 值 有 规则 地 向 一 个 
方向 变化 ， 即 符号 为 (-、-、-、-、+、+、+、+、+、+) 或 (+、+、+、+、+、+、-、-、 一 、 
=-) ， 则 该 测量 列 包 含有 累进 的 系统 误差 
准则 二 将 未 更 正 的 测定 值 按 测量 的 先后 次 序 排列 ， 如 残 差 忆 的 符号 有 规律 地 交替 变 
化 ， 则 该 测量 列 包 含有 周期 性 的 系统 误差 。 
如 果 在 测量 列 的 一 部 分 测定 值 中 包含 有 固定 的 系统 误差 , 而 其 余 测定 值 不 包含 这 种 误差 
那么 ， 就 整个 测量 列 而 言 ， 这 是 一 种 变化 的 系统 误差 ， 可 以 用 残 差 分 析 法 发 现 它 的 存在 。 其 


检验 准则 如 下 。 
"© 
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准则 三 ”在 一 个 测量 列 中 ， 当 存在 某 些 测量 条 件 时 ， 测 定 值 的 残 差 v 基本 上 保持 相同 的 
符号 ， 而 不 存在 这 些 条 件 (或 条 件 改变 ) 时 ， 残 差 站 均 变 号 ， 则 该 测量 列 包含 有 随 测量 条 件 的 
改变 而 出 现 ( 或 消失 ) 的 固定 的 系统 误差 。 

显然 ， 系 统 误差 的 数值 不 超过 随机 误差 时 ， 用 上 述 三 项 准则 ， 将 不 能 发 现 系统 误差 的 存 
在 。 这 时 ， 如 重复 测量 的 次 数 n 足够 多 ， 可 以 采用 下 述 准 则 。 

准则 四 ”将 未 更 正 的 测定 值 按 测 量 的 先后 次 序 排列 ， 如 前 一 半 测 定 值 的 残 差 和 与 后 一 半 
测定 值 的 残 差 和 之 差 显 著 地 不 等 于 零 ， 则 该 测量 列 包含 有 累进 的 系统 误差 。 

准则 五 ”在 一 个 测量 列 中 ， 如 条 件 改 变 前 测定 值 的 残 差 和 与 条 件 改 变 后 测定 值 的 残 差 
和 之 差 显 著 地 不 等 于 零 ， 则 该 测量 列 包 含有 随 测量 条 件 的 改变 而 出 现 (或 消失 ) 的 固定 的 系 
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2) 分 布 检验 法 多 
因为 随机 误差 服从 正 态 分 布 ， Te 也 服从 正 态 分 布 。 如 果 发 现 































测定 值 不 服从 正 ,我 们 就 有 理由 怀疑 测定 值 中 包 
095 含有 变化 的 系 绽 演 座 ， 这 就 是 分 布 检验 法 的 基本 思想 。 
995 显然 , 只 兹 如 芭 复 测量 次 数 n 足够 多 时 ,分 布 检验 法 才 
99 有 意 > X 
3 为 了 检验 一 个 测量 列 是 否 服从 正 态 分 布 ,可 以 应 用 
80 率 纸 。 这 是 一 种 特殊 的 坐标 纸 ， 横 














蚀 3.7 所 示 的 正 态 
坐标 按 等 距 分 度 握 智通 坐标 纸 一 样 , 而 纵 坐 标 则 按 正 态 
有 具体 地 说 ， 设 纵 坐 标的 标 度 为 y， 那 
爸 标 轴 的 距离 y=B7(y)， 即 
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5 -起 y 汪 
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当 y=0.50 时 ，y'=B"1(0.50)=0， 于 是 标 度 为 50% 的 
横 线 就 是 横 坐 标 轴 。 如 果 随 机 变量 & 服从 正 态 分 布 
图 3.7 正 态 概率 纸 N(4,0))， 那 么 





Fw-=Pe<o=e[ 瑟 2] 

CT 

以 x 为 横 坐 标 ， 以 概率 分 布 函数 y = 已 Cx) 为 纵 华 标 ， 则 点 (x,y) 的 几何 位 置 将 是 (x, GIFCD]) = 
(2 所 以 ， 对 一 切 x 而 言 ，(xy) 在 正 态 概率 纸 上 表现 为 一 条 直线 ， 即 

















因此 ， 将 测定 值 的 波动 范围 分 成 若干 组 ， 然 后 计算 各 组 内 测定 值 出 现 的 频数 、 相 对 频数 
和 累计 相对 频数 。 重 复 测量 次 数 足够 多 时 ， 累 计 相 对 频数 可 以 看 作 概 率 分 布 函数 下 (x) 的 一 
个 试验 结果 。 根 据 累 计 相对 频数 的 数值 ， 在 正 态 概率 纸 上 画 点 ， 如 果 测 定 值 服从 正 态 分布 ， 
则 这 些 点 应 在 一 条 直线 上 。 由 于 样本 的 随机 波动 ， 多 少 有 些 偏差 是 允许 的 。 一 般 来 说 ， 中 间 
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的 点 离 直线 的 偏差 不 能 过 大 ， 两 端的 点 允许 有 稍 大 的 偏差 。 如 果 偏差 过 大 ， 则 应 怀疑 总 体 不 
服从 正 态 分 布 。 

【 例 3-6】 对 某 参数 重复 测量 了 100 次 ， 将 测定 值 分 为 10 组 ， 各 组 内 测定 值 出 现 的 频数 
见 表 3-6 第 三 列 ， 试 检验 该 测量 列 是 否 包 含有 系统 误差 。 

解 : 根据 测定 值 在 各 组 内 出 现 的 频数 ， 计 算 相 对 频数 和 累计 相对 频数 ， 并 将 计算 结果 列 
入 表 3-6 的 第 四 列 和 第 五 列 。 


























以 各 组 右 端点 的 数值 为 横 坐 标 ， 以 该 组 的 累计 相对 频数 为 纵 坐 标 , 在 正 态 概率 纸 上 画 点 。 
表 3-6 测定 位 的 分 布 

分 组 序号 各 组 右 端点 数值 相对 频数 (%) 。 | 累计 相对 频数 (%) 
1 1.295 | 1 | 1 1 
Ba | | 人 太 5 
3 EE KG 加 
4 1.385 22 省 22 34 
5 1.415 24 ,| 24 58 
6 1.445 | 2 24 82 
7 1.475 | NY | 10 92 
8 1.505 [AN | 6 98 
9 1.535 NI | 1 99 
10 Is ! Wl! 100 

由 图 3.8 可 见 ， 站 :在 mi ks sn 

而 可 以 判定 该 测 ee 正信 Eh sy p09 








不 包含 变化 ne 
因为 固定 误差 的 存在 ， 不敬 站 测定 值 


的 分 布 情况 ,所 以 用 这 种 方法 无 法 判定 是 否 有 固定 的 
系统 误差 存在 。 

3) 方差 分 析 法 

对 同一 个 参数 进行 测量 ， 取 得 m 个 独立 的 测量 
列 。 为 了 检验 各 测量 列 之 间 是 否 存在 系统 误差 , 可 以 
采用 方差 分 析 法 。 

设 m 个 测量 列 的 测定 值 如 下 所 示 

第 一 个 测量 列 ，4 ,42,…,4。， 均 值 LI， 测定 值 。 0 






















































































个 数 兽 ; 1295 135 14 14 1535 
-个 测量 而 |。 . 
第 二 个 测量 列 ， ,by,…,。， 均值 2， 测定 值 。 图 38 用 正 态 概率 纸 检 给 测量 列 的 分 机 
个 数 nn; 


第 ;个 测量 列 : ls42，…sl。， 均值 L;， 测 定 值 个 数 ns 


Xe | 
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第 mn 个 测量 列 ， ,7,2…,1,m.， 均 值 Lm， 测定 值 个 数 mn。 
以 7 表示 第 i 个 测量 列 中 第 j 个 测定 值 ， 则 所 有 测定 什 的 总 均值 ZL= 二 六 > ， 其 中 


i=1 f= 





N= yw 为 测定 值 的 总 个 数 。 


1 








统计 学 可 知 ， 所 有 测定 值 的 总 偏差 平方 和 S 可 用 下 式 计算 : 
































s=Y ,2 (3-65) 
和 1 j=l 
总 偏差 平方 和 5 等 于 列 间 偏 差 平 方 和 51 和 列 内 偏差 平方 和 5; 之 和 。S\、S,， 分 别 用 下 式 
计算 ; 
S =》m -Ly SS 
a CN (3-66) 
5, a=》 , A 
2 (3-67) 
为 了 检验 是 否 有 系统 误差 存在 ，: 用 统计 学 中 的 假设 检验 法 。 


首先 作 原 假设 H,: 测定 - 态 分 布 且 量 列 之 间 不 存在 系统 误差 ， 即 
一 No) 。 和 ee 机 变量 ， 号 为 自 由 度 等 于 N-m 


的 妇 随机 变量 ， vs jf 得 独立 ， 让 Sy 
1 XS 
入 He (3-68) 


N-m 

为 自由 度 等 于 (m1,N 一 m) 的 下 分 布 随机 变量 。 

选取 信 度 wx (又 称 显著 性 水 平 ， 一 般 取 wx =0.05) ， 并 根据 自由 度 (m -LN=-m) 查 表 ， 得 临 
界 值 忆 ， 则 已 = 尺 的 概率 为 w 。 因 为 w 是 一 个 很 小 的 数 ， 所 以 已 = 五 , 是 一 个 小 概率 事件 ， 
如 果 在 一 次 试验 中 居然 发 生 了 F== ,的 情况 ， 那 么 我 们 就 有 理由 拒绝 原 假设 ， 即 怀疑 各 测量 
列 之 间 存 在 系统 误差 。 若 下 < 有 到 ， 则 接受 原 假设 ， 即 认为 各 测量 列 之 间 不 存在 系统 误差 。 

固定 的 系统 误差 只 有 在 改变 测量 条 件 的 情况 下 ， 才 可 能 被 发 现 。 所 以 ， 在 测量 工作 中 ， 
必须 人 为 地 改变 测量 条 件 ， 取 得 两 个 或 更 多 个 测量 列 ， 对 这 些 测量 列 进行 检验 ， 以 发 现 固定 
的 系统 误差 。 方 差分 析 就 是 一 种 常用 的 检验 方法 。 


3.6.4 ”系统 误差 的 消除 
产生 系统 误差 的 原因 是 多 方面 的 ， 它 与 测量 系统 的 情况 有 密切 的 关系 。 因 此 ， 消 除 系统 


误差 也 没有 统一 的 方法 ， 必 须根 据 具体 情况 ， 采 取 适 当 的 措施 。 作 为 一 般 的 原则 ， 消 除 系统 
误差 可 以 从 以 下 两 方面 着 手 : 
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1) 防止 系统 误差 的 产生 

采用 完善 的 测量 方法 ， 正 确 地 安装 和 使 用 测量 仪器 、 设 备 ， 保 持 稳定 的 测量 条 件 ， 防 止 
外 界 的 干扰 等 ， 可 以 避免 系统 误差 的 产生 。 例 如 ， 在 应 变 片 电 测 技术 中 ， 采 用 稳 压 电源 、 温 
度 补偿 、 抗 干扰 的 屏蔽 线 连接 等 。 

2) 掌握 系统 误差 的 规律 ， 对 测定 值 引入 更 正 值 

在 测量 工作 之 前 ， 对 测量 仪器 和 设备 进行 校正 ， 取 得 仪 嚣 示 值 与 准确 值 之 间 的 关系 ， 确 
定 各 种 更 正 公式 或 更 正 值 曲线 ， 以 便 对 测定 值 引入 更 正 值 ， 消 除 系统 误差 的 影响 。 

上 述 两 个 原则 在 工程 技术 测量 中 已 得 到 广泛 应 用 。 


































































































3.7 异常 数据 的 取舍 


A 


误差 ， 称 为 过 失误 差 。 一 般 来 说 ， 过 失 
则 定 值 明 显 地 被 看 曲 ， 因 而 ， 包 含 过 失误 差 的 


3.7.1 过 失误 差 与 异常 数据 


由 于 测量 工作 中 的 错误 、 疏 忽 大 意 等 原 
误差 远大 于 随机 误 差 和 系统 误差 过 失误 
测定 值 是 不 可 信赖 的 ， 应 予 舍弃 。 


为 了 发 现 过 失误 差 ， 可 以 i tn 例如 ， 采 用 其 他 方法 和 仪器 对 
未 知 参数 进行 校 核 性 测量 强 

在 一 个 测量 列 中 ， tmnt De 主 值 ， 这 种 包含 有 巨大 误差 的 测定 
值 ， ei 常 0 器 差 引起 的 ， 也 可 能 是 由 巨大 的 随机 误差 
所 引起 的 。 T 

异常 数据 所 必须 十 分 慎重 。 了 分 的 根据 可 以 判定 异常 数据 是 由 过 失误 差 引起 
的 ， 则 应 予 舍弃 。 对 于 原因 不 明 的 异常 数据 ， 只 能 用 统计 学 的 准则 决定 取舍 。 仅 仅 根据 某 个 
测定 值 与 其 他 测定 值 有 较 大 的 差别 而 予以 舍弃 ， 这 种 主观 的 判定 是 没有 道理 
3.7.2 ”异常 数据 的 取舍 准则 


用 统计 学 的 方法 决定 异常 数据 的 取舍 , 其 基本 思想 是 : 数值 超过 某 一 界限 的 测定 值 ( 即 残 
差 超 过 某 个 极限 值 )， 出 现 的 概率 很 小 ， 是 个 小 概率 事件 。 如 果 在 一 个 容量 不 大 的 测量 列 中 ， 
| 我 们 有 理由 认为 ,这 是 由 过 失误 差 引起 的 异常 数据 ， 央 而 予以 舍弃 。 
由 此 可 见 ， 异 常数 据 取舍 的 具体 准则 ， 表 现 为 测定 值 的 残 差 是 否 超过 某 个 极限 值 。 而 这 
in npn 不 同 的 标准 可 以 得 出 不 同 的 残 差 极限 
值 。 这 里 ， 我 们 将 介绍 三 种 常用 的 取舍 准则 。 

1) 拉 依 达 (PauTa) 准则 

在 一 个 有 限 的 等 精密 度 测量 列 中 ， 随 机 误差 服从 正 态 分 布 ， 即 4 一 N(0,a) ， 其 中 为 测 


量 列 的 标准 误差 ， 可 用 残 差 "予以 估计 ， 即 G= PD 。 如 测量 次 数 n 足够 多 ， 残 差 亦 
I 


ke 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 cm 
服从 正 态 分 布 , 即 z-N(O,a) ,其 中 01= ED ,显然 ，o' 近 似 于 5， 因而 可 用 代替 0。 


由 概率 积分 表 可 知 ， 绝 对 值 大 于 3c' (近似 于 36 ) 的 残 差 ， 出 现 的 概率 仅 为 0.0027， 这 是 
-个 小 概率 事件 。 因 此 ， 残 差 的 绝对 值 大 于 36 ( 即 残 差 极限 值 vw=36 ) 的 测定 值 ， 可 以 看 作 是 
过 失误 差 引起 的 异常 数据 ， 应 予 舍弃 。 这 就 是 拉 依 达 准则 。 
【 例 3-7】 测 量 某 零件 尺寸 得 表 3-7 第 二 列 数据 上 试 按 拉 依 达 准 则 决定 异常 数据 的 取舍 。 
解 : 计算 算术 平均 值 L、 残 差 v 及 忆 列 入 表 3-7。 


表 3-7 


序号 /mm 好 v2 Ve 网 
20.42 +0.016 0.000256 +0.009 0.000081 


1 

2 43 | +0026 | 0000676 , KYO.019 0.000361 
3 40 | 0004 | 00000RMY ~ ool 0.000121 
4 43 | 10026 | 0g6086\ | +0.019 0.000361 
5 42 | +0016 | 、Cootbe56 | +0.009 0.000081 
6 

7 

8 

9 



































43 +0026 \I 00o676 | +0019 0.000361 

39 | -00H4 上 |” 0.000196 -0.021 0.000441 

wm | AR me | 一 三 

mn en Err 

11 42 +0.016 6 +0.009 0.000081 
< 

12 1 + +0006 a 9000036 -0.001 0.000001 








13 ET -0.021 0.000441 

a Ry | oo oo | oo | oo 

15 40 -0.011 0.000121 

bb 306.06 EE | 0.003374 
L=20.404 1. =20.411 


1 下， 1 
=,|—— > vw =|—x0.014960 =0.033| 
° 312 于 (mm) 


因为 办 |=0.104 >36 =0.099 ， 故 舍弃 测定 值 。 对 剩 下 的 14 个 测定 值 ， 再 计算 算术 平均 
值 志 、 残 差 w 及 好 ， 列 于 表 3-7 的 右 部 ， 则 


0 003374 =0.016(mm) 
en 1 


这 时 ，14 Pe 36. (0.048) ， 已 无 过 失误 差 引起 的 异常 数据 。 
2) 肖 维 纳 (Chauvenet) 准则 
对 未 知 参数 作 半 次 重复 测量 。 如 残 差 超 过 某 个 极限 值 的 测定 值 ， 出 现 的 概率 等 于 或 小 于 
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， 可 以 认为 是 小 概率 事件 。 也 就 是 说 ,在 n 次 测量 中 ,这 种 测定 值 出 现 的 次 数 等 于 或 小 于 

















了 因而 不 应 该 发 生 。 如 果 出 现 了 这 种 测定 值 ， 可 以 认为 是 过 失误 差 引 起 的 异常 数据 而 予以 
舍弃 。 这 就 是 肖 维 纳 准 则 。 

设 残 差 服 从 正 态 分 布 ， 且 分 布 参数 o' 可 用 测量 列 的 标准 误差 o 近似 代 替 。 于 是 ， 肖 维 纳 
准则 可 用 下 式 表示 : 





























p 人世 1 
1 eid=1- BK)= (3-69) 
T n 


式 中 ，K, = 各 vi 为 省 维 纳 准 则 的 残 差 极限 值 ，o 为 测量 列 的 标准 误差。 


由 式 (3-69) 可 知 ， Oo(K) = 因此 根据 测量 次 < 求 得 D(K,)， 然 后 查 概率 
积分 表 即 可 求 出 K, 值 。 于 是 ，v = K,6 。 & 


在 实际 工作 中 ， 可 根据 测量 次 数 ， a 得 K, 值 。 
冰 、 


2.31 
2.33 
2.39 
2.49 
2.58 
2.71 
2.81 





【 例 3-8】 测量 数据 同 例 3-7， 试 按 肖 维 纳 准则 决定 异常 数据 的 取舍 。 
解 : 根据 n=15 ， 由 表 3-8 得 K, =2.13， 于 是 残 差 极 限 值 
vy =K,G=2.13x0.033=0.070(mm) 














办 |v|=0.104 >v ， 故 测定 值 太 应 予 舍弃 。 
入 舍弃 后 
n.=14, Kw =2.10 
vn) = Kwd. =2.10x0.016=0.034(mm) 


剩 下 的 14 个 测定 值 的 残 差 均 未 超过 ww ， 故 已 无 过 失误 差 引起 的 异常 数据 。 

3) 格拉 布 斯 (Grubbs) 准则 

设 测定 值 服从 正 态 分 布 ， 即 /一 NCXY,a) 。 根 据 贝 塞 尔 方法 ， 分 布 参数 可 用 测定 值 的 残 
差 予 以 估计 ， 即 


2 人 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 





一 个 有 限 的 测量 列 ， 可 以 看 作 从 测定 值 总 体 中 抽取 的 随机 样本 。 如 果 令 G= 芯 ， 则 G 是 


-个 随机 变量 ,格拉 布 斯 推导 了 随机 变量 G 的 概率 密度 函数 ,因而 选 定 信 和 度 (显著 性 水 平 ) a ， 
就 可 得 到 临界 值 G6,， 使 得 








P(G=G)=w 


其 中 ，& 是 一 个 很 小 的 数值 ， 一 般 取 为 0.05、0.025 或 0.01。 
临界 值 6, 是 测量 次 数 n 和 信和 度 a 的 函数 ， 它 的 数值 如 表 3-9 所 示 。 


表 3-9 临界 值 G。 


C3 
Me 


3 | 5 | is | Wis 2.62 | 278 | 2.96 
4 | 146 | 148 | 149 本 本 本 页 二 下 2.64 | 280 | 2.99 
5 | 16 | 171 | 1755 | 45 | 22301255 | 271 | 25 | 266 | 282 | 3.01 
6 | 182 | 189 | 194 | 16 et | 259 | 275 | 30 | 275 | 291 | 3.10 
7 | 194 | 202 | 2.10 | SY | 267 | ay | 35 | 282 | 298 | 3.18 
8 | 203 | 213 | 222\ a2 250 | 2.65 ,Pp | 40 | 287 | 304 | 324 
9 | 21 | 221 |.233 19 | 25 | 288% 38s | 4 | 29 | 3.09 

10 | 218 | 229r|“ 和 -| 20 | 256 下 GT7 人 | 288 | 5 | 296 | 3.13 

Tn EE ER EA ET ED EO EE WON EC ED 

EN IEE NA EE WE XC EN EY WN EN EE 

在 一 个 测量 列 中 ， 最 大 的 或 最 小 的 测定 值 的 残 差 ， 如 超过 残 差 极 限 值 xe ， 即 

ll=zc = G6 (3-70) 

则 认为 该 测定 值 是 一 个 包含 过 失误 差 的 异常 数据 ， 应 予 舍弃 。 这 样 做 ， 犯 错误 (把 不 是 过 失 
误差 引起 的 异常 数据 弃 去 ) 的 概率 为 wx 。 

【 例 3-9】 测量 数据 同 例 3-7， 试 按 格 拉 布 斯 准则 ， 决 定 异常 数据 的 取舍 。 

解 : 选 定 信 和 度 @ =0.05， 根 据 n=15 ， 由 表 3-9 查 得 Gy = 2.41 ， 于 是 残 差 的 极限 值 vc 为 
vs =G, x6 =2.41x0.033=0.080(mm) 

lzs|=0.104 >ve 



































故 测定 值 应 予 舍 弃 。 
和 舍弃 后 ， 站 =14 ， 由 表 3-9 得 














Co = =2.37 
VG(e) = Go * 6. =2.37x0.016=0.038(mm) 
剩 下 的 14 个 测定 值 的 残 差 均 未 超过 vcl ， 故 已 无 过 失误 差 引起 的 异常 数据 。 





124 


一 一 “测量 误差 理论 第 3 章 | 


4) 三 种 取舍 准则 的 讨论 

拉 依 达 准 则 与 肖 维 纳 准则 是 在 测定 值 的 残 差 服 从 正 态 分 布 的 假设 下 推导 的 。 在 计算 残 差 
极限 值 时 ， 以 测量 列 的 标准 误差 的 估计 值 6 作为 残 差分 布 参数 cx' 的 近似 值 。 因 此 ， 这 两 种 准 
则 具有 一 定 的 近似 性 。 拉 依 达 准则 将 信和 度 & 取 为 00027， 而 肖 维 纳 准则 将 信 度 w 取 为 二 ， 
其 中 为 重复 测量 次 数 。 当 重复 测量 次 数 较 多 时 ， 这 两 种 准则 的 残 差 极限 值 比较 接近 ， 而 
在 n 较 少时 ， 肖 维 纳 准则 的 信 度 较 大 ,因而 残 差 极 限 值 较 小 , 将 得 去 较 多 的 异常 数据 。 信 度 w 
4 数值 较 小 , 表示 犯 第 一 类 错误 (又 称 去 真 错误 , 也 就 是 把 不 是 过 失误 差 造成 的 异常 数据 弃 去 ) 
4 概率 较 小 , 但 同时 增加 了 犯 第 二 类 错误 (又 称 存 伪 错误 ,也 就 是 把 含有 过 失误 差 的 异常 数据 
保留 下 来 ) 的 概率 。 

nadine 
度 w ， 因 此 ， 是 一 种 比较 准确 、 有 根据 的 取 售 准 则 。 大 车 前 寞 拟 试验 证 明 ， 用 格拉 布 斯 准则 
取 售 异常 数据 ， 效 果 良 好 。 因 此 ， 格 拉 布 斯 准则 得 入- 泛 的 应 用 。 


es 
本 
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4.1 概 述 


在 生产 和 科学 研究 工作 中 ， 为 了 寻找 最 优生 产 条 件 或 最 优 设计 ， 往 往 需 要 进行 试验 。 对 
一 个 比较 复杂 的 问题 ， 影 响 试验 结果 的 因素 很 多 ， 有 些 因 素 单独 起 作用 ， 有 些 因 素 则 互相 























wwe 。 如 果 试 验 安排 得 好 ， 通 过 少数 几 个 试验 ， 就 能 获得 所 需 的 信息 ， 得 出 明确 
的 结论 。 如 果 试 验方 案 安排 得 不 好 ， 即 使 做 了 大 量 的 试验 ， 仍 然 得 不 到 所 需 的 结论 。 因 此 ， 


如 何 合理 地 安排 试验 ， 是 试验 工作 者 必须 考虑 的 一 个 重要 问题 。 


验 数据 ， 以 便 尽 可 能 地 减少 试验 次 数 ， 迅 速 而 圆满 地 得 到 所 需 的 结 


























试验 设计 是 统计 数学 的 一 个 重要 分 支 。 它 指导 人 们 合理 地 设计 试验 方案 ， 科 学 地 分 析 试 
论 。 试验 设计 的 方法 很 多 ， 











内 容 也 很 丰富 。 这 里 ， 我 们 简要 地 介绍 一 种 常用 的 方法 一 一 验 设计 法 。 


它 应 用 正 交 表 设计 试验 方案 ， 应 用 数理 统计 分 


o 
试验 问题 ， 是 一 种 行 之 有 效 的 方法 ， 下 
现在 我 们 用 一 个 具体 例子 ， 说 明正 交 后 名 词 和 术语 


等 都 可 以 作 为 试验 指标 。 用 数 车 量 
称 为 


力 












正 交 试验 设计 法 (又 称 正 交 试验 法 ， 或 正 交 设 计 法 ) 是 多 因素 试验 的 数学 方法 。 


对 于 因素 多 、 周 期 长 的 各 种 








【 例 4-1】 改革 轴承 座 圈 退 火 工艺 ， 品 硬度 合格 率 。 
在 一 项 试验 中 ， 用 来 稀 重 试 鸡 效 Pett 产品 的 性 能 、 质 量 、 


肯 标 ， a 指 人 不 能 直接 用 数 
E 性 指标 或 非 站 例 中 ， Re 举 就 是 一 种 定量 的 试验 指标 。 
验 中 需要 考察 的 < 对 试验 指标 可 能 有 影 之， 简称 为 因素 。 人 中 ， 可 以 把 


0 热 温度 、 保 温 时 间 尽 出 炉 温度 等 作为 因素 ，》 
因素 在 试验 的 状态 ， 称 为 因 姑 







i 












直入 要 考 察 玉 种 状态 ， 就 


称 为 水平 的 因 训 通常 用 下 标 1、2、3、， 表示 因素 的 不 同 水 平 。 在 本 例 中 ， 三 个 因素 各 
考察 两 个 水 平 ， 因 此 可 得 因素 水 平 ， 见 表 41. 






个 因素 具有 交互 作用 。 





表 4-1 轴承 座 圈 退火 工艺 试验 的 因素 水 平 表 


2 
EE aa 


如 果 两 个 因素 不 同 水 平 的 搭配 ， 对 试验 指标 有 影响 ， 即 互相 制约 联合 起 作用 ， 则 称 这 两 












每 个 因素 各 选 一 个 水 平 组 成 一 种 试验 条 件 , 如 4B.C,、48B,C,、… 等 。 本 例 是 一 项 三 个 二 


水 平 因素 的 单 指标 试验 ， 共 有 2 =8 种 不 同 组 合 的 试验 条 件 。 ee 
行 试验 ， 称 为 全 面试 验 。 随 着 因素 和 水 平 的 增多 ， 全 面试 验 所 包含 的 试验 条 件 的 数目 将 大 为 
增加 。 例 如 ， 一 项 七 个 三 水 平 因素 的 试验 ， 全 面试 验 将 包含 2187( 即 3" ) 种 不 同 条 件 的 试验 。 
要 逐个 进行 试验 ， 显 然 是 比较 困难 的 。 为 了 减少 试验 次 数 ， 只 能 从 所 有 不 同 组 合 的 试验 条 件 


十 
































Ph， 选择 一 部 分 进行 试验 ， 称 为 部 分 试验 。 





ke 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 ee 











正 交 试验 法 应 用 正 交 表 设 计 试验 方案 (也 就 是 选择 试验 条 件 ) 。 正 交 表 的 种 类 很 多 ， 最 简 
单 的 是 (2) 。 其 中 , 工 表示 正 交 表 ; 下 标 4 表示 这 个 表 有 四 行 ， 每 一 行 表示 一 种 试验 条 件 ， 
因此 需要 做 四 种 不 同 条 件 的 试验 ;括号 中 的 指数 3， 表 示 这 个 表 有 三 列 ， 每 一 列 安排 一 个 因 
素 ， 因 此 最 多 可 以 安排 三 个 因素 ;括号 中 的 底数 2， 表 示 每 个 因素 可 以 考虑 两 个 水 平 。 同 理 ， 
及 (4x2) 正 交 表 ， 最 多 可 以 安排 一 个 四 水 平 因素 和 四 个 两 水 平 因素 ， 需 要 作 八 种 不 同 条 件 的 
试验 。 表 中 各 列 都 是 二 水 平 的 正 交 表 ， 称 为 二 水 平 正 交 表 ， 工 (2) 就 是 其 中 的 一 种 。 表 中 各 
列 具 有 不 同 水 平 的 正 交 表 ， 称 为 混合 水 平 正 交 表 ，L,(4x2’) 就 是 其 中 的 一 种 。 各 种 类 型 的 正 
交 表 ， 可 以 在 有 关 书 籍 中 找到 。 










































































4.2 正 交 表 的 构造 











正 交 表 是 正 交 试 验 设 计 法 的 一 个 重要 工具 ， 守 
造 问题 是 一 个 组 合 数学 问题 。 不 同类 型 的 正 交 
介绍 一 种 可 以 安排 交互 作用 的 正 交 表 的 构造 方 ; : 交 表 通 常用 L, (1") 表示 。 其 中 ,1 为 
水 平 数 ， 限 定 为 素数 或 素数 罕 ; “为 基本 列 风 2 以 取 任 意 正 整数 。 给 定 tr、u 这 两 个 基本 参 


数 后 ， 正 交 表 的 试验 号 数 即 为 x， NS oe 常用 的 正 交 表 ， 如 ZL,(23)， 


及 2) ， 万 3 0) ，D6(4) 等 ,~ i 


4.2.1 ee 

为 了 使 试验 结 保 上 共有 综合 可 比 性 ， 及 安排 多 因素 试验 时 ， 对 全 体 因素 来 说 是 一 种 
镍 分 试验 ee 个 因素 来 说 ， 则 直 次 数 相等 的 全 面试 验 。 因 此 ， 任 何 一 张 正 交 表 
都 应 该 具有 这 样 的 性 质 : 在 任意 两 列 中 ， 同 一 行 的 两 个 数组 成 一 个 有 序数 对 ， 各 种 可 能 的 数 
对 都 出 现 了 ， 且 出 现 的 次 数 相等 。 这 就 是 正 交 表 的 定义 。 
两 个 二 水 平 因素 可 以 有 四 种 不 同 的 搭配 ， 因 此 ， 根 据 正 交 表 的 定义 可 知 ， 二 水 平 正 交 表 
的 试验 号 数 必然 是 四 的 倍数 。 同 理 三 水 平 正 交 表 的 试验 号 数 必 然 是 九 的 倍数 。 
因为 正 交 表 各 列 的 地 位 是 平等 的 ， 所 以 各 列 之 间 可 以 置换 ( 即 列 号 可 以 任意 安排 ) ， 而 不 
影响 表 的 正 交 性 。 在 试验 过 程 中 ， 可 以 打 乱 试验 号 的 顺序 ， 随 机 进行 试验 ， 这 就 是 说 ， 正 交 
表 的 各 行 之 间 也 可 以 置换 。 对 于 每 个 因素 来 说 ， 各 水 平 的 序号 可 以 任意 选 定 ， 也 就 是 同一 列 
的 各 水 平 之 间 可 以 置换 。 正 交 表 的 行 间 置换 、 列 间 置 换 和 同一 ta 称 为 正 交 表 
的 三 种 初等 变换 。 经 过 初等 变换 所 得 到 的 一 切 正 交 表 都 是 等 价 的 。 上 ， 同 一 张 正 交 表 可 以 
具有 不 同 的 形式 。 


4.2.2 ”二 水 平 正 交 表 的 构造 
构造 L, (1") 型 正 交 表 ， 需 要 应 用 有 限 域 的 运算 规则 。 所 谓 有 限 域 ， 简 单 地 说 ， 就 是 对 有 


限 个 元 素 组 成 的 集合 ， 定 义 了 某 种 加 法 、 乘 法 规则 。 如 果 用 0 和 1 表示 两 个 不 同 的 水 平 ， 这 
时 有 限 域 只 有 两 个 元 素 ， 它 们 的 运算 规则 定义 为 


设计 的 总 体 安排 。 正 交 表 的 构 
的 构造 方法 。 在 这 一 节 里 ， 我 们 只 
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加 法 0+0=0， 0+1=1+0=1， 1+1=0 
乘法 0x0=0，0x1=1x0=0， 1x1=1 


构造 正 交 表 时 ， 凡 是 提 到 加 法 和 乘法 ， 都 是 指 这 种 有 限 域 的 运算 规则 。 




















现在 ， 我们 以 IL,(2”) 正 交 表 为 例 ， 介 绍 二 水 平 正 交 表 的 构造 方法 。 对 于 到 (27) 正 交 表 ， 
其 基本 参数 是 :=2 ，4=3， 总 列 数 9= 人 = = 


到) 


称 为 二 分 列 ， 
号 各 分 成 两 
称 为 四 分 列 ， 


形成 一 个 0 
市 完毕 。 
间 运 算得 型 





加 ) ， 而 列 名 则 是 第 一 、 


列 分 别 和 第 四 列 相 加 得 到 的 ， 其 列 名 为 相应 两 
数字 分 别 加 
得 到 的 列 ， 


二 分 列 、 四 分 列 、 八 分 列 是 ZL,(2”) 正 交 表 的 基本 


正 交 表 的 第 一 列 是 将 八 个 试验 号 分 成 两 半 ， 前 一 半 是 0 水 平 ， 后 一 半 是 一 水 平 ， 
列 名 记 为 a ( 表 4-2) 。 第 二 列 是 将 第 一 列 的 四 个 0 水 平 试验 号 和 四 个 一 水 平 试验 
半 ， 前 一 半 是 0 水平 ， 后 一 半 是 一 水 平 ， 形 成 两 个 0 水 平和 两 个 一 水 平 交替 排列 ， 
列 名 记 为 b。 第 四 列 是 将 第 二 列 相连 的 两 个 0 水 平和 两 个 一 水 平 再 一 分 为 二 ， 
水 平和 一 个 一 水 平 交 替 排列 ， 称 为 八 分 列 ， 列 名 记 激 < 。 至 此 ， 将 八 个 试验 号 分 
表 中 其 他 各 列 ， 是 通过 列 
: 相 加 得 到 的 (以 后 简称 两 列 相 
五 、 六 、 七 列 是 由 第 一 、 二 、 三 
9 乘积 ， 即 ac、bc、abc。 将 表 4-2 中 的 
1， 即 将 0 换 成 1， 将 1 换 成 271 就 是 通常 所 用 的 及 (27) 正 交 表 。 任 意 两 列 相 加 所 
是 这 两 列 的 交互 作用 列 。 搞 > - 列 的 交互 作用 列 是 第 三 列 ， 第 二 、 四 列 





































和。 例如 ， 多 





= 列 是 由 第 一 列 和 第 二 列 相 应 
- 列 两 个 列 名 的 乘积 ， 记 为 











的 交互 作 折 





列 是 第 六 列 。 水 & 
没 4-2 正 交 表 Ls (2 的 构 泡 


0+0=0 





列 名 按 指 数 规则 运算 。 指 数 相 加 或 相 乘 ， 
按 有 限 域 所 定义 的 加 法 或 乘法 规则 进行 。 有 了 这 
种 运算 规则 ， 就 可 以 根据 列 名 的 运算 ， 求 出 任意 











为 表 4-3 Ls(2") 正 交 表 两 列 间 的 交互 作用 列 











两 列 的 交互 作用 列 。 例 如 ， 第 五 列 的 列 名 是 ac ， 

第 六 列 的 列 名 是 bc ， 这 两 列 的 交互 作用 列 的 列 名 
是 ac.pc=apcn =abc"=ab， 即 第 三 列 。 第 一 、 七 
列 的 交互 作用 列 为 a:abc=aMbc=arbc=bc， 即 
第 六 列 。 依 此 类 推 , 即 可 得 到 表 4-3 所 示 的 交互 作 

















用 列表 。 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 | 
利用 类 似 的 方法 ， 可 以 构造 基本 列 数 为 x 的 二 水 平 正 交 表 和 相应 的 交互 作用 列表 。 
世 .(2") 正 交 表 ， 有 zx 个 基本 列 ， 分 别 为 第 一 列 ， 第 二 列 ， 第 四 列 ，…… ， 第 2 中 列 ， 列 名 分 
别 为 a，b，c，…。 各 基本 列 按 顺 序 为 二 分 列 、 四 分 列 、 八 分 列 ，…… ，2 分 列 。 至 第 2 
列 恰好 将 2 个 试验 号 分 割 完毕 。 
除 第 一 个 基本 列 外 ， 每 个 基本 列 后 面 的 列 由 该 基本 列 与 前 面 所 有 各 列 ( 从 第 一 列 开始 ) 依 
次 相 加 而 得 ， 列 名 则 为 相应 两 列 列 名 的 乘积 。 任 意 两 列 间 的 交互 作用 列 ， 必 定 是 4 列 中 的 某 
一 列 ， 可 以 用 列 名 运算 法 找 出 这 一 列 ， 依 次 运算 即 得 交互 作用 列表 。 
以 己 ,(29) 型 正 交 表 为 基础 ， 通 过 并 列 法 ， 可 以 构造 成 各 种 混合 水 平 正 交 表 ， 其 方法 参考 
本 书 第 4.7 节 所 述 。 
4.2.3 三 水 平 正 交 表 的 构造 


三 水 ” i 与 二 水 平 正 

如 果 用 、2 表示 三 个 不 同 的 水 平 ， 这 

加 法 0+0=0，0+1=1+0=1， 
1+1=2, 1+2=2+1=0， 

乘法 0x0=0，0xl=1x0=0，0: 
1xl1=1，1lx2=2xl=2 

这 种 运算 规则 还 可 以 用 表 4-4 ms 




























































































- 幢 朋 列 和 列 名 运算 有 些 差别 。 
元 素 ， 它 们 的 运算 规则 定义 为 


























现在 我 们 以 ZL,(3*) 正 交 表 为 例 ， 介 绍 三 水 平 正 交 表 的 构造 方法 。 对 于 万 (39) 正 交 表 ， 其 
基本 参数 是 :=3，u=2， 总 列 数 9= 全 -3 -4。 

石 (34) 正 交 表 的 第 一 列 是 将 九 个 试验 号 均 分 为 三 组 , 第 一 组 为 0 水 平 ， 第 二 组 为 一 水 平 ， 
六 三 组 为 二 水 平 ， 称 为 三 分 列 ， 列 名 记 为 a。 第 二 列 是 将 第 一 列 的 每 个 组 在 分 为 一 个 0 水 平 ， 
一 个 一 水 平 ， 一 个 二 水 平 ， 成 为 九 分 列 ， 列 名 记 为 了 。 至 此 ， 将 九 个 试验 号 分 割 完 毕 。 三 和 
列 、 九 分 列 是 (31) 正 交 表 的 基本 列 。 正 交 表 中 其 他 各 列 ， 是 通过 列 间 运算 得 到 的 。 例 如 
第 三 列 是 由 第 一 列 和 第 二 列 相 加 得 到 的 ， 而 列 名 则 是 第 一 、 二 列 两 个 列 名 的 乘积 ， 记 为 ab 。 
第 四 列 是 将 第 一 列 的 每 个 水 平 乘 以 2， 然 后 与 第 二 列 相 加 得 到 的 ， 可 用 2x @+@ 表 示 ， 列 名 
记 为 ap 。 运 算 过 程 如 表 4-6 所 示 。 
此 可 见 ， 在 二 水 平 正 交 表 中 ， 任 意 两 列 只 能 造 出 男 外 一 列 ， 而 在 三 水 平 正 交 表 中 ， 任 
意 两 列 可 以 造 出 不 同 的 另外 两 列 。 由 任意 两 列 造 出 的 列 ， 是 它们 的 交互 作用 列 ， 所 以 二 水 平 
列 的 交互 作用 列 只 有 一 列 ， 而 三 水 平 列 的 交互 作用 列 有 两 列 。 
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表 4-6 大 (39) 正 交 表 的 构造 



































试验 总 列 S| 1 +2x® 
和 0 0+2x0=0 二 0 
2 0 2x0+1=1 0+2x1=2 二 1 
3 0 2x0+2=2 0+2x2=1 二 2 
4 ‘ 2x1+0=2 1+2x0=1 二 2 
E: 1 2x1+1=0 1+2x1=0 二 0 
6 1 2x1+2=1 1+2x2=2 二 1 
有 2 2x2+0=1 2+2x0=2 二 1 
8 2 2x2+1=2 2+2x1=1 二 2 
钙 2 2x2+2=0 2+2x2=0 二 0 
列 名 g \ OP = 
将 第 二 列 的 每 个 水 平 乘 以 2， 然 后 与 第 一 列 相 加 ， en 可 用 @+2x 四 表示 ， 其 列 
名 应 记 为 ab* 。 由 表 4-6 的 右 半 部 分 可 见 ， 对 oj 列 闪 兽 换 , 令 0 寺 0, 1=2,，2 寺 1， 








即 得 左 半 部 4 Om 这 就 是 说 ， ab 2 由 ， 记 为 ab2 = ab 。 可 以 直接 验证 ， 
qb? =ab ， 即 第 一 列 、 第 二 列 每 个 水 平分 天 后 相 加 所 得 到 的 列 ， 与 第 一 列 、 第 二 列 
和 接 相 加 所 得 到 的 列 ( 4 的 第 三 列 ) 结果 可 以 推广 为 ， 任 何 一 列 ， 与 其 列 名 平 
所 得 到 的 列 等 价 。 
-个 列 名 ,如 果 它 的 最 后 二 个 人 1, 则 称 纺 忽 标 准 化 列 名 。 表 4-6 所 示 的 (31) 
正 交 表 的 各 列 a、b、ab、 ne 平 正 交 表 而 言 ， 任 何 一 个 非 标准 化 
列 名 ， 人 se 示 涪 化 列 名 。 例 如 ，a? (a -aa =a， 
ab’ =(ab’) =a’b’Y» 
根据 上 述 | | :用 列 ， 其 方法 是 ， 将 前 一 列 列 名 乘 
后 一 列 列 名 得 到 人 个 交互 作用 列 :将 前 一 列 列 名 平方 理科 后 一 列 列 名 得 到 另 一 个 交互 作用 列 。 
例如 ， 第 三 、 四 列 的 交互 作用 列 为 






By 





(1) ab:a’b=a pb" =b =(b) =b” =b … 第 二 列 
(2) (ab .ab=ab" =ab =a … 第 一 列 





滨 


已 G4) 正 交 表 而 言 ， 任 意 两 列 的 交互 作用 列 ， 就 是 另外 两 列 。 

将 表 4-6 中 的 数字 分 别 加 1, 即将 0 换 成 1, 将 1 换 成 2, 将 2 换 成 3, 就 是 通常 所 用 的 G3) 

正 交 表 。 
利用 类 似 的 方法 ， 可 以 构造 基本 列 数 为 w 的 三 水 平 正 交 表 和 相应 的 交互 作用 列表 。 

已 G9) 正 交 表 ， 有 4& 个 基本 列 ， 分 别 为 第 一 列 ， 第 二 列 ， 第 五 列 ，…， 第 并 -二 1+1 列 ， 列 名 

分 别 为 ，a ，5，c ，*…。 各 基本 列 按 顺 序 为 三 分 列 ， 九 分 列 ， 二 十 七 分 列 ，…，3" 分 列 。 
ul 

至 第 世 - 二 +1 列 ， 恰 好 将 3" 个 试验 号 分 割 完毕 。 除 第 一 个 基本 列 外 ， 在 每 个 基本 列 后 而 ， 


依次 安排 该 基本 列 与 前 面 所 有 各 列 (从 第 一 列 开始 ) 的 交互 作用 列 。 任 意 两 列 间 的 交互 作用 列 ， 
必定 是 9 列 中 的 某 两 列 ， 可 以 用 列 名 运算 法 找 出 这 两 列 ， 依 次 运算 即 得 交互 作用 列表 。 

















































































































2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 di 

以 L037) 型 正 交 表 为 基础 ， 通 过 并 列 法 ， 可 以 构造 成 各 种 混合 水 平 正 交 表 ， 其 方法 见 本 
书 第 4.7 节 所 述 。 
4.2.4 ”构造 工 , (7) 型 正 交 表 的 一 般 方 法 








手 (0 型 正 交 表 ， 有 个 基本 列 ， 每 个 列 有 1 个 水 平 ， 试 验 号 数 为 必 ， 总 列 数 4= 
0、1、2、…、/-1 表 示 ! 个 不 同 的 水 平 ， 它 们 的 运算 规则 由 有 限 域 理论 定义 ， 可 以 在 
有 关 书 籍 中 找到 。 


个 基本 列 ， 分 别 为 第 1 列 ， 第 2 列 ， 第 人 +1 列 ， 第 人 +1 列 ，… ~ 第 太 于 于 +1 列 ， 


























各 列 名 分 别 为 a，b ，c ,…。 各 基本 列 按 顺序 为 1 分 列 ， 分 列 从 …， 分 列 ， 


列 ， 恰 好 将 必 个 试验 号 分 割 完 毕 。 

一 列 外 ， 在 每 个 基本 列 后 面 ， 依 次 安排 该 基 
:用 列 。 对 疙 (2) 型 正 交 表 而 言 ， 任 意 两 列 
将 前 一 列 的 每 个 水 平分 别 乘 以 1、 0 





列 与 前 面 所 有 各 列 (从 第 一 列 开始 ) 的 
| 筷 作 用 列 有 1 一 1 个， 其 构造 方法 是 : 
/然后 分 别 与 后 一 列 相 加 。 交 互 作 用 列 的 

名 为 前 一 列 列 名 分 别 自 乘 1 次 、 和 1 次 方 后 再 与 后 一 列 列 名 相 乘 。 
列 名 按 指数 规则 运算 。 指 数 相 se 均 按 1 元 素 有 限 域 所 定义 的 加 法 或 乘法 规则 进 
行 。 任 何 th 适 es 等 价 的 标准 化 列 名 。 自 乘 


的 方 次 ， 以 运算 后 列 名 的 最 忆 信 个 学 母 的 指数 等 可 以 从 乘法 表 中 查 出 。 

全 两 列 的 入 柯 以 根据 列 名 运 Ws 它 必定 是 g 列表 中 的 某 /-1 列 。 

依次 运算 即 得 交互 保 用 列表 

ML) Re 为 基础 dj 前 攻 可 以 构造 成 含有 广 水 平 列 ，P 水 平 列 ，…… 的 
EE 


各 种 混合 水 平 


















4.3 ” 正 交 试验 设计 的 基本 方法 


4.3.1 试验 方案 的 设计 


我 们 仍 以 轴承 座 圈 退 火 工艺 试验 这 个 最 简单 的 例子 ， 说 明 用 正 交 表 设 计 试验 方案 的 基本 
方法 。 在 本 节 中 ， 我 们 假设 各 因素 之 间 没 有 交互 作用 ， 即 
各 因素 对 试验 指标 的 影响 是 相互 独立 的 。 
要 进行 一 项 试验 ， 首 先 必须 明确 试验 目的 ， 确 定 试验 
指标 。 然 后 根据 实践 经 验 ， 确 定 试验 中 需要 考察 的 因素 和 
各 因素 应 选取 的 水 平 ， 列 出 如 表 4-1 所 示 的 因素 水 平 表 。 

本 例 是 一 项 三 个 二 水 平 因素 的 试验 , 因而 可 以 用 表 4-7 
所 示 的 已 (23) 正 交 表 设 计 试验 方案 。 

















表 4-7 14(23) 正 交 表 
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正 交 表 的 每 一 列 可 以 安排 一 个 因素 。 将 试验 中 需要 考察 的 各 个 因素 ， 分 别 安排 到 正 交 表 























的 各 列 ， 称 为 表 头 设计 。 在 不 考虑 交互 作用 的 情况 下 ， 各 因素 可 以 任意 安排 
4、B、C 依 次 安排 到 1、2、3 列 。 考 虑 因素 间 的 相互 作用 时 ， 表 头 设计 就 有 
个 问题 将 在 4.4 节 中 讨论 。 














， 如 将 三 个 因素 
一 定 的 限制 ， 这 











表 头 设计 完成 后 ， 将 各 列 中 的 数字 1 和 2， 换 成 对 应 因素 的 一 水 平和 二 水 平 ， 就 可 以 得 
到 表 4-8 所 示 的 试验 方案 表 。 这 时 ， 每 一 行 表示 一 种 试验 条 件 。 在 本 例 中 ， 需 要 做 由 种 试验 ， 
其 条 件 分 别 为 4BC、4B,C,、4BC, 和 4B,C, 。 在 无 重复 试验 的 情况 下 , 试验 次 数 等 于 试验 

















号 数 ， 在 有 重复 试验 的 情况 下 ， 试 验 次 数 等 于 试验 号 数 乘 重复 次 数 。 

















从 表 4-7 及 表 4-8 可 以 看 出 ， 用 正 交 表 设 计 的 试验 方案 ， 具 有 以 下 两 个 特点 : 
(1) 在 正 交 表 的 每 一 列 中 ， 不 同 的 数字 出 现 的 次 数 相等 。 也 就 是 说 ， 每 个 因素 的 各 个 不 




















同 水 平 ， 在 试验 中 出 现 的 次 数 相等 。 
0 在 下 夫人 证 中 相应 
关于。 仙人 因素 四， 各个 和 


且 出 现 的 次 数 相等 。 六 










» 500 (2) 
500 (2) 
C 400 (1) 


由 此 可 见 ,用 1 hie 体 因 素来 说 是 一 种 部 分 试验 
因素 来 说 ， wis ent 试验 条 件 是 均衡 搭配 的 ， 具 有 很 
此 ， 既 可 以 减 4 

综 上 所 述 ， 用 正 交 表 设 计 试 验方 案 的 步骤 ， 可 以 归纳 如 下 。 

(1) 明确 试验 目的 ， 确 定 试验 指标 。 


















































， 每 种 两 位 数 出 


有 可 能 的 搭配 都 出 现 了 ， 






试验 指标 
硬度 合格 率 (%) 






， 但 对 任意 两 个 
强 的 代表 性 。 因 


验 次 数 ， 又 能 够 比较 全 面 地 反映 各 因素 的 不 同 水 平 对 试验 指标 的 影响 。 


(2) 确定 需要 考察 的 因素 ， 选 取 适 当 的 水 平 。 根 据 实践 经 验 ， 排 除 那些 对 指标 影响 不 大 ， 





或 已 经 掌握 的 因素 ， 将 它们 固定 在 适当 的 水 平 上 。 选 择 那些 对 指标 可 能 有 较 
有 完全 掌握 的 因素 ， 加 以 考察 ， 并 选取 适当 的 水 平 。 
(3) 选用 适当 的 正 交 表 。 根 据 因素 和 水 平 的 多 少 进行 选择 ， 在 一 般 情况 
正 交 表 ， 以 减少 试验 工作 量 。 
(4) 进行 表 头 设计 。 
(5) 列 出 试验 方案 表 。 安 排 因素 的 各 列 ， 将 列 中 的 数字 ， 换 成 对 应 因素 
有 安排 因素 的 列 ， 称 为 空 列 ， 它 的 作用 将 在 以 后 各 节 耶 以 介绍 。 
试验 方案 决定 后 ， 可 以 按照 试验 号 的 顺序 逐个 进行 试验 ， 也 可 以 任意 打 
进行 试验 。 为 了 减少 外 界 条件 引 起 的 系统 误差 ， 应 尽 可 能 采用 后 一 种 方法 。 
试验 结束 后 ， 将 试验 结果 填 入 试验 指标 栏 内 ( 表 4-8) ， 以 便 进 一 步 分析 。 













































































大 影响 ， 而 又 没 


下 ， 选 用 较 小 的 


的 各 个 水 平 。 没 


乱 次 序 ( 随 机 地 ) 


2 
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4.3.2 ”试验 结果 的 直观 分 析 法 ( 极 差分 析 法 ) 


通过 对 试验 结果 


取 哪 个 水 平 最 为 有 利 ? 


4 分析， 希望 解决 以 下 两 个 问 
个 


对 指标 的 影响 最 大 ? 哪个 
最 优生 产 条 件 ( 或 最 优 设 计 ) 是 什么 ? 





个 


各 


题 : 四 在 我 们 所 考察 的 因素 中 ， 哪 
小 ? 加 在 我 们 所 选取 的 水 平 中 ， 


因素 
因素 














因 





素 次 之 ? 哪个 因素 影响 最 

















我 们 仍 以 轴承 座 民 


退火 


试验 为 例 ， 说 明 试验 结果 的 直观 分 析 法 ( 极 差 分 析 法 ) 。 在 本 例 


中 ， 











| 





按 








I 





， 试 验 结果 以 y,(i=1~4) 表示 ， 其 中 i 代表 正 交 表 的 各 行 ， 即 试验 号 。 

















圈 
种 不 同 条 件 进 行 了 
首先 分 析 各 因素 的 不 











一 号 、 第 二 号 试验 中 ， 这 
出 现在 第 三 号 
+70)=57.5 。 


因素 4 的 二 水 村 
7 =30% + 1) =3(45 
出 现 了 ， 且 出 现 的 次 数 相 
用 的 条 件 下 ，y 和 了 
性 质 ， 称 为 试验 结果 的 儿 

上 述 分 析 方 法 , 可 
7 列 的 一 水 平 所 对 应 的 
对 应 的 各 
则 丈 ) 丈 、 





FE 4 


… 中 ， 数 值 





有 各 号 试验 的 指标 总 利 
正 交 表 的 试验 号 个 数 。 






宗 合 可 比 性 。 
以 类 推 到 各 个 因素 Rn 


各 号 试验 的 指 
试验 的 指标 之 和 ， Be. 
最 优 水 平 组 合 起 来 ， 人 站 
扩展 为 表 4-9 Re 果 分 析 表 。 站 











水 平 对 试验 指标 的 影响 。 从 表 4-9 可 见 ， 
(两 次 ) 试 验 的 指标 平均 值 为 也， 30 二 罗 ) =3000+85) -92.5， 
、 第 四 号 试验 中 ， 这 一 组 (两 次 ) 试验 的 指标 平均 值 为 
合 4 或 4 A C 两 个 因素 的 两 种 水 平 都 
， 在 B、C 两 个 因 


| 等， 但 它们 的 搭配 情况 并 不 wa 没有 交互 作 
反映 了 因 亲 A 的 不 网 试验 指标 的 影响 。 正 交 试 验 法 的 这 种 

7 > 了 ， 所 以 因素 4 取 一 水 平 较为 有 利 。 

- 般 的 形式 予以 表达 。 以 y,; 表示 正 交 表 中 第 
了 为 其 平均 值 ， 以 y, 表示 第 j 列 的 二 水 平 所 
均值 ; …… ye 指标 的 数 信 越 大 ( 或 越 小 ) 越 好 ， 
2 各 因素 的 
。 各 项 计算 可 以 在 试验 方案 表 上 进行 ， 并 
ey ,yp ，… 的 计算 是 否 正 确 ， 可 以 先 计 算 所 





\ 同 因素 4 的 一 水 平 4 出 现在 第 








一 多 志 


























最 小 a 
件 或 





生产 





，n 为 


2 
问 


a “计算 正确 ， 则 yj + yj + D2 


表 4-9 轴承 座 圈 退火 工艺 试验 结果 分 析 表 


有 4 加热 温度 /'C B 保温 时 间 /h C 出 炉 温度 /C 
(D (2) (3) 


试验 指标 y; 
硬度 合格 率 (%) 





A 800 (1) B 6(1) CI 400 (1) 100 





A 800 (1) B, 8 (2) ,500 (2) 85 





A, 820 (2) 甩 6 (1) 500 (2) 45 





A, 820 (2) B, 8 (2) 400 (1) 70 





185 170 





115 130 





92.5 85 


3 =300 
i=l 





57.5 65 





i 








5 20 
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在 了 ,3,, “中 ， 数 值 最 大 者 与 数值 最 小 者 之 差 ， 称 为 因素 的 极 差 ， 以 及 表 之 ， 
R) =max{y; ,7;,*}—min{y, ,六 和。 极 差 反映 了 各 因素 的 水 平 变 动 时 试验 指标 的 变动 幅度 。 
极 差 越 大 ， 该 因素 对 指标 的 影响 越 大 ， 因 而 也 就 越 重要 。 按 照 极 差 的 大 小 ， 可 以 列 出 因素 的 
主 次 顺序 。 对 于 主要 因素 ， 应 该 选取 最 优 水 平 。 对 于 次 要 因素 ,可 以 参考 其 他 情况 (如 节约 成 
本 、 减 少 工时 、 便 于 操作 等 )， 选 取 适 当 水 平 。 
应 该 指出 的 是 ， 这 里 所 说 的 因素 是 主 次 和 水 平 的 优 劣 ， 只 有 在 试验 方案 所 考察 的 范 
才 有 意义 。 超 出 这 个 范围 ， 情 况 有 可 能 发 生变 化 。 
由 表 4-9 可 知 ， 在 轴承 座 圈 退 火 工艺 试验 中 ， 各 因素 的 最 优 水 平分 别 为 4、B,、C,， 将 
它们 组 合 起 来 ， 即 得 最 优生 产 条 件 4.8,C, ， 这 个 条 件 没有 包括 在 已 进行 的 四 次 试验 之 中 。 由 
此 可 见 ， 用 正 交 表 安排 的 试验 方案 确实 具有 很 好 的 代表 性 ， 既 可 以 减少 试验 次 数 ， 又 可 以 从 
所 有 可 能 的 试验 条 件 中 找到 最 好 的 条 件 。 
根据 极 差 的 大 小 ， 可 以 排列 出 因素 的 主 次 顺序 如 下 : 
8 (保温 时 间 ) 。 由 于 因素 B 的 变动 对 指标 的 影响 很 小 ,li 
产 率 、 人 因此 因素 B 也 可 以 选用 一 水 平 ， 
是 第 一 号 试验 的 条 件 ， pn ee 
斌 只 结果 的 极 差分 析 法 ， 是 一 种 计算 慷 
试验 过 中 1 于 试验 条 件 改变 所 引起 的 8 
决 这 个 问题 ， 可 以 用 方差 分 析 法 处 于 记 


4.3.3 ”定性 指标 的 转化 小 


SR 1? 标 不 能 1 ea 
评定 ， 切 前 烽 友 的 排 居 情况 只 能 [ 
沁 


: 际 。 
为 便于 pe 果 ， 需 要 将 定性 指标 转化 为 定量 指标 。 评 分 法 就 是 常用 的 一 种 方法 。 
现 以 镀 铜 试验 为 例 ， 介 绍 评分 法 的 应 用 。 假 设 需要 考察 的 因素 有 五 个 ， 每 个 因素 选取 两 
个 不 同 的 水 平 ， 则 可 用 到 (27) 正 交 表 设计 试验 方案 ， 以 镀层 色泽 作为 试验 指标 。 试 验 完成 后 ， 
请 有 经 验 的 若干 人 ( 甲 、 乙 、 丙 、…) ， 对 各 号 试验 所 得 的 样品 ， 互 不 干扰 独立 的 进行 鉴定 ， 将 
镀层 色泽 分 为 上 、 中 、 下 三 等 ， 如 表 4-10 的 左 半 部 分 所 示 。 然 后 按 上 等 得 3 分 、 中 等 得 2 分 、 
下 等 得 1 分 的 方法 ， 计 算 各 号 试验 所 得 的 分 数 ， 如 表 4-10 的 右 半 部 分 所 示 。 于 是 ， 镀 层 色泽 
这 个 硬性 指标 ， 就 被 转化 为 定量 指标 (得分)， 可 以 用 上 述 极 差 法 对 试验 结果 进行 分 析 。 


表 4-10 ”定性 指标 的 转化 






















































































































入 记 一 C( 出 炉 湿度) 一 

虑 到 缩短 保温 时 间 可 以 所 高 

,作为 较 优 生产 条 件 。 实 际 | 
而 买 是 一 个 较 好 的 生产 条 件 。 

小、 简单 易 行 的 分 析 方法 ， 但 是 它 不 能 区 分 

的 波动 和 试验 误差 引起 的 数据 波动 。 为 了 解 














































村 "以 表示 ,如 电镀 件 的 外 观 质量 根据 颜色 、 
- 般 、 不 好 等 不 同 的 状态 。 这 种 指标 称 为 



























































RE 镀层 色泽 鉴定 结果 轩 
le zz 丙 于 | 
1 | 中 中 下 中 中 中 上 上 中 下 | 18 
2 | 中 中 中 下 中 中 下 下 中 中 | 17 
3 | :+ 中 上 中 中 中 t 中 | 25 
4 | 中 上 中 中 中 上 下 中 中 中 | 21 
中 中 上 中 中 中 下 中 中 19 
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( 续 ) 
i 镀层 色泽 鉴定 结果 i 
li z 丙 于 度 | 得 分 
6 | 上 中 上 下 上 中 中 上 中 上 | 24 
































对 样品 进行 鉴定 时 ， 应 尽 可 能 多 分 儿 个 等 级 ， 否 则 会 影响 试验 结论 的 正确 性 。 
4.3.4 多 指标 试验 的 分 析 


前 面 所 介绍 的 例子 中 ， 衡 量 试验 效果 的 指标 只 有 一 个 ， 称 为 单 指标 试验 。 但 在 实际 工作 
用 两 个 或 更 多 个 指标 来 衡量 试验 效果 ， 人 产量 、 成 





中 ， 
本 等 





这 种 试验 称 为 多 指标 试验 。 在 多 指标 试验 中 ， 由 于 每 对 各 项 指标 可 能 具有 不 同 






的 影响 ， 在 某 项 指标 得 到 改善 的 同时 ， 可 能 使 另 一 项 指 ， 因 此 ， 分 析 多 指标 试验 的 结 
果 时 ， 必 须 若 


介绍 两 种 常用 的 分 析 方法 ;综合 平衡 法 和 综合 
1) 综合 平衡 法 
首先 ， 按 单 指标 试验 的 分 析 方 法 ee da eg 综合 平衡 。 
【 例 4-2】 合理 选择 履带 FN 械 行走 机 松 机 。 
以 滚动 阻力 、 滑 转 率 、 水 oe Si 5 通过 性 能 。 ee 越 好 。 





顾 各 项 指标 ， ee 件 。 这 里 ， 通 过 一 个 具体 例子 ， 








根据 实践 经 验 > | 确定 试验 中 需要 因素 和 水 平 如 表 4-11 所 示 。 
LA / 表 411 rng 验 的 因素 水 平 表 


用 A 
ee 
ET 
本 试验 是 一 项 三 个 三 水 平 因素 的 试验 ， 因 此 可 用 L,(3*) 正 交 表 设计 试验 方案 。 表 头 设计 
时 ， 将 4、B、C 三 个 因素 分 别 安排 到 1、2、4 列 。 试 验 结果 则 填 入 表 4-12 的 试验 指标 栏 内 ， 
并 以 (y)k 表示 第 ;号 试验 第 天 项 指标 的 试验 结 






表 4-12 水 田 收获 机 械 试验 结果 分 析 表 











试验 指标 




















滚动 阻力 /kN 滑 转 率 (%) 下 陷 深度 /mm 
试验 号 (pA) (pi); (pi) 
1 [| a 5.74 1.6 77 
2 | | 6.94 5.6 10.4 
到 6.40 4.7 10.8 
4 7.56 J 109 
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( 续 ) 
因素 A 试验 指标 
a 滚动 阻力 /kN | 。 滑 转 率 (%) ”| 下 陷 深度 /mm 
试验 号 (D CG) (pi) (yi) 
5 2 7.12 3 144 
6 2 577 21 127 
7 3 716 73 107 
8 3 8.41 84 150 
9 3 6.21 5 11.4 
深 [Go | 636 
动 [| 682 
(Fi) | 726 论 
1 | CD | 09 
| 397 < 
4 a 5 
转 C7) 5.70 > Ga > Gi 
率 | 2 504 i04 
(Ri | 3.16 , 
FE | | 96 
陷 | .| 12.67 
深 | (7 | 12.37 
度 | RD | 304 
折 方 法 ， 人 立 的 计算 。 以 (5; )x 表示 第 j 列 的 一 
的 第 天 on 的 值 ， 以 (Rj)x 表示 第 天 项 试验 指标 第 j 列 的 


了 
ge 的 第 K 项 试 
极 差 ， 计 算 结果 浏 千 表 4-12 的 下 部 。 


按 极 差 (R))k(7=12,… 


(7)k、(z)k、(Z)x 中 数值 最 小 者 所 对 应 的 水 平 ， 
得 表 4-13。 





) 的 大 小 ， 


第 3 列 是 空 列 ， 





表 4-13 因素 的 主 次 顺序 与 最 优 水 平 


因素 的 主 次 顺序 


空 列 的 数据 分 析 ， 留 待 以 后 各 节 讨 论 。 
排列 各 因素 对 应 于 第 K 项 指标 的 主 次 顺序 。 选 取 
作为 第 j 列 第 K 项 指标 的 最 优 水 平 ， 即 








B, C, A 











下 陷 深度 





对 三 项 指标 进行 综合 平衡 后 ， 可 以 列 出 





因素 4 和 C 应 选 一 水 平 作为 
项 指标 中 ， 
标 后 ， 可 以 得 出 
je 








最 优 水 平 ， 








因素 的 














最 优 水 平 。 
结论 ， 因 素 8B (履带 板 型 式 ) 是 影响 通过 性 能 的 主 














E 次 顺序 为 : B、4、C。 由 表 4-13 可 见 ， 
而 因素 B 则 应 在 B, 和 B 之 间 进行 比较 ， 考 虑 到 这 三 
下 陷 深 度 相 对 的 居于 次 要 地 位 ， 因 此 选 B, 作 为 


于 是 ,综合 考虑 三 项 指 


E 要 因素 ， 最 优 设计 条 件 为 : 


-17 个 
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2) 综合 评分 法 
首先 ， 按 照 某 种 规则 ， 对 各 项 指标 综合 评 “综合 评分 ”， 
然后 用 单 指标 分 析 方法 ， 取 得 试验 结 果 分 析 结论 ， 
评分 的 规则 ， 可 随 具 体 情况 而 异 。 这 里 介绍 一 种 一 般 的 方法 。 
以 内 表 示 第 ;号 试验 的 综合 评分 ， 则 史 可 用 下 式 表示 
P=0F) + (8) 十 … (4-1) 


式 中 ，Qx 一 一 将 第 天 项 试验 指标 转化 为 综合 记 


= Pax Ox 
四 








分 的 系数 。 wx 可 按 下 式 进 行 计算 


Qax = Pr (4-2) 
Gel 
式 中 ， 殉 一 -第 及 项 试验 指标 的 权 。 权 的 数值 取决 于 该 指标 的 重要 程度 ， 它 只 有 相对 意义 ; 





有 一 第 天 项 试验 指标 各 号 
Cx 一 一 第 KK 项 试验 指标 的 缩减 系数 。Ck 
ee. 试验 指标 各 号 se 

， 如 各 项 指标 都 是 

。 例 如 ， 指标 越 小 起 好 者 wk 取 正 号 


昌 max 





试验 结果 的 极 差 


该 指标 的 重要 程度 ， 
/ 
i 具有 大 致 相同 的 数量 级 


了 Kmax 





数值 


A 则 wx 都 取 正 号 ， 和 否则 wx 应 取 不 同 的 符 


a ax 取 负 号 ， 且 综合 评分 越 小 越 好 。 









































现 以 综合 评分 法 分 析 例 4- 2 t 和 人 指标 的 重要 程度 ， 取 琢 =4， 表 =3， 
所 =2。 根据 试验 结 2 R, =6.8, 页 试验 指标 的 缩减 系数 可 以 取 为 
Le i oe = > = 0.44，os = 0.14 。 最 后 , 按 式 (4-1) 
计算 各 号 试验 上 分 ， 并 将 结 sy 
表 4-14 了 SS 
因素 个 “ 试验 指标 综合 
列 号 ) | 接地 滑 转 率 下 陷 深度 评分 
压力 (%) /mm 
试验 号 (GD Cd; On 六 
1 1 1.6 77 6.09 
2 1 5.6 10.4 9.13 
3 1 4.7 10.8 8.38 
4 2 79 10.9 10.58 
朋 2 7.3 14.4 10.57 
6 2 2.1 12:7 7.03 
7 3 73 10.7 10.08 
8 3 8.4 15.0 12.10 
9 3 57 11.4 8.76 
黄 7.87 
也 2 R=6.8 R=7.3 2 
了 10.31 人 
R; 2.44 
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以 交 作为 单项 试验 指标 ， 作 极 差分 析 。 由 表 4-14 可 见 ， 因 素 的 主 次 顺序 为 B、4、C， 
最 优 设计 条 件 为 BAC, 。 这 个 结论 与 综合 平衡 法 所 得 结论 完全 相同 。 

综合 评分 法 将 多 指标 转化 为 单 指标 进行 分 析 ， 因 此 无 法 反映 各 因素 对 某 项 具体 指标 的 影 
响 。 综 合 平衡 法 可 以 较 充分 地 反映 各 因素 对 各 项 具体 指标 的 影响 ， 但 在 一 般 情况 下 ， 了 矛盾 错 
综 复杂 ， 综 合 平衡 时 困难 较 多 。 

应 用 综合 平衡 法 和 综合 评分 法 分 析 试验 结果 时 ， 必 须根 据 实 践 经 验 和 专业 知识 ， 对 具体 
问题 做 具体 分 析 。 单 纯 依靠 数学 分 析 ， 是 不 可 能 得 到 正确 结论 的 。 





























4.4 考虑 交互 作用 的 试验 设计 


4.4.1 ”交互 作用 的 概念 < 

首先 ， 我 们 说 明 一 下 交互 作用 的 概念 。 am 1 B， 它 们 各 取 两 个 水 平 41、4， 
和 Bi、Bs, 这 样 4 和 B 共 有 四 种 水 平 组 合 , 在 每 今 下 各 做 一 次 试验 , 试验 结果 如 表 4-15。 
显然 ， 当 B=B8 时 ，4 由 41 变 到 4, 使 试验 指标 0。 当 B=B, 时 ，4 由 41 变 到 4; 使 试验 指 
标 减 小 15。 可见 , 因素 4 由 41 变 到 4 证 验 指标 的 变化 趋势 相反 ,与 B 取 哪个 水 平 有 关 ; 
类 似 地 ， 当 因素 B 由 Bi 变 到 5 这 与 4 取 哪 个 水 平 有 关 。 






这 时 ， 可 以 认为 因素 4 和 互 之 人 [次 厂 作 用 。 将 表 4 数据 描述 如 图 4.1 所 示 ， 可 以 看 


到 两 条 直线 明显 相交 ， 这 是 用 很 强 的 We 
表 4-16 和 图 4.2 给 出 SF 一 个 无 交互 作用 的 表 4-16 可 以 看 出 , 4 或 互 对 试验 指标 
的 影响 与 另 一 个 KR 哪个 水 平 无 关 ; 在 a 的 。 但 是 由 于 试验 误差 的 存 
开平 行 ， 也 可 认 其 师 风 Ny 素 间 无 交 瑟 作用， 或 交互 作用 可 以 忽略 。 


在 ， 如 果 两 直 RS 
表 4-15 互 作用 试验 数据 表 表 4-16 判别 交互 作用 试验 数据 表 











指 椒 
3 
指 株 

DB 总 - 和 


20 20 
15 而 
10 10 
4 A A A 
Be Be— 
已 B, Bl 有 
图 4.1 有 交互 作用 的 关系 图 4.2 无 交互 作用 的 关系 


‘»@ 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 
- 般 来 说 , 因素 4 和 因 
互 作用 ， 并 以 4xB 表 示 这 入 























交互 作用 。 


素 B 的 搭配 情况 对 试验 











指标 有 影响 , 则 称 因 素 B 具 有 交 





素 4 和 因 




















交互 作用 反映 了 因素 之 间 
因素 之 间 总 是 存在 或 大 或 小 的 
小 于 因素 对 指标 的 单独 作用 ， 
于 这 种 情况 。 








交互 作 





















































之 间 的 交互 作 





试验 方案 的 设计 





如 果 在 一 项 试验 中 ,不 仅 要 考察 因素 4 和 因素 B nn pa 而 且 要 考察 它们 的 
的 影响 ， 那 么 ， 在 设计 试验 


交互 作用 4xB 对 


FE 
日 付 


但 是 ， 在 表 头 设计 时 ， 各 因素 以 及 它们 的 交互 作用 豚 


KK 
总 
- 般 正 交 表 都 有 一 张 附 表 一 一 en 列表 ”， 
ONAN 





的 交互 作用 列 。 例 如 ， 石 4(25) 正 交 表 的 两 烈 | 


数字 ， 都 是 正 交 表 的 列 号 。 由 表 4.17 可见 , 民 
将 因素 4、 8 分 别 安 


互 作用 列 是 第 三 列 ， 因 而 表 头 设 试 时 ， 


互相 促进 或 互相 制约 
用 。 在 实际 工 
则 这 种 交互 作用 可 以 忽略 不 计 ， 在 4.3 节 中 所 讨论 的 问题 ， 就 


9 素 试验 问题 中 两 个 因素 之 间 的 交互 作 
(如 AxBxC,BxCxD 等 ) 称 为 二 级 交互 作用 。 二 级 以 上 的 交互 
， 统 称 高 级 交互 作用 。 在 一 般 情况 下 ， 高 级 交互 作用 可 以 忽略 不 计 。 








此 ， 











的 作用 。 这 种 作 
作 中 ， 如 果 两 个 因 











是 普遍 存在 的 。 因 
素 之 间 的 交互 作 睛 























目 ( 如 AxB,AxC,BxC 等 ) 称 为 一 级 交互 作 














4xB 当 作 一 个 因素 看 待 

4 安排， 而 有 一 定 的 限制 。 

通过 它 可 以 找到 任意 两 列 间 
互 作用 列表 如 表 4-17 所 示 。 表 中 所 有 的 

(25) 正 交 表 而 言 ， 第 一 列 与 第 二 列 的 交 

在 第 一 、 二 列 ， 则 交互 作 








正 交 表 构 
































用 A4xB 应 该 安排 在 第 "yn 并 作用 9 表 , 党 向 造 原理 得 到 的 ， 详 见 
4.2 节 。 ZG 2 

mR Ts Rs Ts nT elon 
DW) [iw| 3 WY |s 3|12 [1s| 1 
(2) |11|56 14|15 11211 
3) G) | 7 15 |14|113|1 
(4) (4) s|9o iln 
(5) 9|s|u|iw 
(6) Is | 
(7) |iolo9 1s 
(8) 4 5 6 7 
(9) 5|41|171|4 
(10) 6|71|1415 
(UD) 7|6|15| :4 
(12) uy| 1 | > |: 
(13) a3y| 3 | 2 
(14) a9| 1 
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现在 ， 我 们 分 析 一 项 考虑 交互 作用 的 试验 设计 问题 。 


【 例 4-3】 


在 汽车 平顺 性 的 分 析 过 程 中 ， 系 统 的 输入 主要 是 由 汽车 以 一 定 的 速度 驶 过 随机 路 面 产生 


虚拟 样 车 平顺 性 分 析 的 正 交 试验 。 











的 不 平 度 所 引起 的 ， 此 “输入 ”经 过 由 轮胎 、 悬 架 、 衬 套 等 弹性 和 阻尼 元 件 构成 的 振动 系统 


传递 到 悬 架 质 





时 根据 可 能 选择 的 参数 确定 其 水 平 数 。 所 分 析 的 衬 套 均 为 非 线性 ， 其 特性 








量 一 一 车 体 或 人 体 。 
在 正 交 试 验 设计 过 程 中 ， 首 先 确定 对 平顺 性 影响 的 关键 部 件 ， 并 将 其 作为 试验 因素 ， 同 
































图 4.3 一 图 4.6 提 

















供 的 非 线性 刚度 值 确定 。 根 据 实践 经 验 ， 确 定 试验 中 需要 考察 的 因素 和 水 平 妇 
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7 
6 了 万 癌 特 1 
小 xz 方 站 特性 
3 
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FkKN 


z 方 由 特性 





(9) > RS 
4.3 panera 


证 J 广 冉 特性 





z 方 同 特 性 








[a (b) 
图 4.5 前 悬 架 下 摆 臂 后 衬 套 特性 曲线 





表 4-18 所 示 。 
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—— 
ee 
1.0 1.0 
0.5 
0.5 
到 到 
区 -0.5 [ra 0 
-1.0, 
-0.5 
=1.5 
2 1 -1.0 
-10 -Ss 0 5 10 4 oO 2 4 
Limm Limm 
(a) (b) 
图 4.6 前 滑 柱 上 支撑 衬 套 轴 向 刚度 
表 4-18 ”虚拟 样 车 平顺 性 分 析 试 验 的 因素 水 平 表 







B C 后 悬 架 前 

前 归 匀 和 后 螺旋 弹簧 纵 摆 民 神 套 和 9 
RN | 
mm | sm | ty 
x 










下 前 滑 柱 上 
支撑 衬 套 
五 图 4.6(a) 


已 图 4.6(b) 


EP a 
2 各 和 后 科大 
aa [em | 


















在 试验 设计 中 ， 选 择 六 因素 ， 二 水 平 ， 同 胖 菩 愿 到 各 因素 的 交互 作用 会 对 共 率 产 生 
影响 ， 考 虑 4B 、4BE 、BC 、DF 、4 万 的 陆 吕 作用 。 共 考虑 6 个 因素 和 5 个 交互 作用 ， 相 
当 于 考虑 11 个 因素 ， 故 选 区 人 19 大 列 。 6 个 因子 和 5 个 交互 作用 共 占 


11 列 , 余 4 列 空白 作 误 
因而 不 考虑 误差 的 作用 。 术 


























i 时 ， 由 于 不 存 回 渤 验 条 件 的 改变 所 引起 的 数据 波动 ， 
et 水 平分 别 修改 对 应 悬 架 弹簧 刚度 和 

























































































衬 套 属 性 建立 16 组 样 车 级 路 面 、 按 车 速 为 匀速 直线 行驶 状况 进行 仿真 。 于 是 
SR 并 
ES 表 4-1 的 表 头 设计 
列 号 EE 15 
因素 或 交互 
锭 加 回回 四 加 思 恒 辐 员 辣 加 硬 加 
这 种 表 头 设计 是 合理 的 ， 因 为 各 个 因素 和 需要 考察 的 交互 作用 分 别 占据 正 交 表 的 某 一 
列 ， 便 于 分 析 试 验 结果 。 如 果 任 意 地 安排 各 个 因素 ， 如 把 它们 依次 安排 在 一 一 六 列 ， 则 表 
头 如 表 4-20 所 示 。 
表 4-20 不 合理 的 表 头 设计 
列 号 1 出 ,小 污 13 | 14 | 15 
因素 或 交互 | 4 | 8 | C 
作用 DF | 48 证 
这 时 因素 4 和 交互 作用 BxC 同时 被 安排 在 第 一 列 ， 它 们 对 试验 指标 的 影响 ， 将 混杂 在 
起。 同时， 因素 C 和 交互 作用 4xB， 因 素 B 和 DxF 也 发 生 了 混杂 。 
避免 混杂 是 一 项 重要 的 原则 。 所 以 , 在 设计 表 头 时 ,应 先 安排 涉及 交互 作用 较 多 的 因素 ， 
然后 安排 涉及 交互 作用 较 少 的 和 不 考虑 交互 作用 的 因素 。 有 时 还 被 迫 选用 较 大 的 正 交 表 ， 以 














增加 试验 号 数 (次 数 ) 为 代价 ， 达 到 避免 混杂 的 目的 。 


OL 
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值得 注意 的 是 ,对 天 水 平 正 交 表 而 言 ， 任 意 两 列 间 的 交互 作用 列 有 K-1 列 ， 因 素 的 水 平 
越 多 ， 交 互 作用 所 占 的 列 数 也 越 多 。 因 此 ， 在 多 水 平 试验 问题 中 ， 为 了 避免 混杂 现象 ， 必 须 
选用 较 大 的 正 交 表 。 
表 头 设计 完成 后 ， 将 安排 因素 的 各 列 中 的 数字 ， 换 成 该 因素 相应 的 水 平 ， 即 得 试验 方案 
表 。 因 为 交互 作用 不 是 一 个 具体 的 因素 ， 所 以 安排 交互 作用 的 各 列 对 试验 条 件 不 发 生 影响 ， 
它们 只 是 用 来 分 析 因素 之 间 的 搭配 情况 对 试验 指标 的 影响 。 


4.4.3 ”试验 结果 的 极 差分 析 法 


试验 结束 后 ， 将 试验 结果 填 入 指标 栏 内 ， 然 后 计算 各 列 的 极 差 。 我 们 把 交互 作用 当 作 一 

个 因素 看 竺 ， 同样 可 以 计算 它 所 在 列 的 极 差 。 根 据 极 差 的 大 小 ， 安 排 因素 和 交互 作用 的 主 次 

顺序 。 如 果 某 个 交互 作用 在 下 占有 好 几 列 ， 则 以 极 差 最 大 的 列 为 准 。 

表 4-21 为 例 4-3 的 试验 结果 分 析 表 。 例 中 ， 根 据 路 面 统 ? 路 面 不 平 激励 主要 集中 

在 0 一 20Hz 区 域 ， 且 和 暂 未 考虑 发 动机 激励 ， 同 时 考虑 we 平顺 性 响应 中 主要 关心 
午 袜 加 


全 ， 故 截 ”=20Hz， 对 座 椅 ( 驾 民生 里 叶 变 换 ， 得 出 其 加 
速度 谱 如 图 4.7 所 示 。 AS 















































































































加 速度 /ms 


Si 


习 


沪 
oS 


0 2 4 O30 
共振 频率 /Hz 
图 4.7 各 样 车 仿真 加 速度 谱 





由 图 4.7 可 见 ， 各 样 车 共振 频率 差别 较 小 。 故 试验 采用 传递 给 座 椅 (驾驶 人 ) 的 最 大 加 速 
度 响应 即 加 速度 共振 振幅 作为 评价 指标 ， 对 共振 频率 及 共振 振幅 统计 如 表 4-21 所 列 。 
表 4-21 虚拟 样 车 平顺 性 分 析 试验 结果 分 析 表 

















cvw=|welel-| 员 




















已 









































2 |1.923|1. 
1.922|1. 






















I0.022|0. 





[ef 站 4 

(1) 由 i 
振 能 力 就 会 
16 组 虚拟 样 车 
ISO 2631 相关 


(2) 





规定 。 
图 4.7 可 以 看 出 ， 
不 大 
理 的 衬 套 


属性 


日 是 ， 
的 影响 ， 因 此 ，4 和 
现在 我 们 讨 
用 或 交互 作用 很 
7; 的 数值 ， 























\ 的 因素 ， 例 





的 为 1.93Hz 左右 
由 此 可 以 判断 该 






Fe 


1 

2 
1 
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并 根据 1/3 


车 






对 于 该 





因素 的 最 优 水 平 。 


须 认真 考虑 。 








如 本 例 中 的 





和 CI 作为 最 优 水 平 .交互 作 用 


OO 





较 大 的 因素 应 该 根据 


E 
11 
和 

1 

2 

1 

2 

1 

1 

有 

1 

WE 

Yo] 


bio|I-|-|Iv|I~v|-|- 


[和 Z| 


倍 


结 % 构 和 各 种 参数 的 
型 ， 设 计 人 员 提 供 
的 情况 下 ， 试 验 因素 C、D 即 纵 摆 臂 衬 套 和 下 摆 臂 前 衬 套 
有 效 地 提高 样 车 的 平顺 性 和 乘坐 舒适 性 。 根 据 J 
即 选择 4B,C1D2E1Fl 作 为 各 
试验 中 因素 4 和 B 的 交互 作用 4xB 对 指标 的 影响 
8 之 间 的 搭配 情况 必 
伦 最 优生 产 条 件 (也 就 是 各 因素 最 优 水 平 ) 的 选 
因素 D 和 C, 可 按 4.3 节 中 所 述 的 方法 ， 根 ] 
直接 选取 最 优 水 平 。 在 本 例 中 , 试验 指标 越 小 越 好 , 故 因 


SN 
.92| .924 2 中 925h 925| 193|! 
区 区区 区 区 全 还 看 中 号 
peer tt 4 


i 


一 1.96Hz 之 间 ， 














共振 峰值 影响 最 大 
E 交 试验 结果 选择 样 车 





择 问 题 。 





最 好 的 搭配 条 件 , 确定 各 因素 的 最 


由 于 人 体 对 振动 的 感 
共振 峰 幅 作为 分 析 对 象 进行 极 差 分 析 。 
作用 的 主 次 顺序 如 下 。 


> / xC, AxF, F, 


刚度 变化 


民 大 ， 超 过 4 或 B 单 独 














选择 合 
13 为 最 


对 指标 


显然 ， 不 涉及 交互 作 


据 了 和 


素 刀 和 C 应 该 分 别 取 应 





优 水 平 。 


两 个 二 水 平 因素 之 间 , 一 共有 四 
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种 不 同 的 搭配 情况 , 即 4B、4B,、4Bl、4,B, 。F 











表 4-21 








可 见 ， 包 含 4B 这 种 搭配 情况 的 ， 是 第 一 号 到 第 四 号 试验 ， 这 一 组 (四 个 号 ) 试 验 的 指标 平均 
值 为 Fs -Ji 十 芒 十 及 + 34) = 了 (0.979+0976+0993+0.99)=09845 。 418, 出 现在 第 五 号 








至 第 八 号 试验 中 , 这 一 组 (四 个 号 ) 试验 的 指标 平均 值 为 Fg = 地 Gs + + +)= 了 (0.967+ 


0.972+0.982+0.985)=0.9765 。 同 理 ， 了 ia =1.06725 ,4p, =1.0315 ，…。 





不 同 搭配 条 件 下 


试验 指标 平均 值 如 表 4-22 所 示 。 


在 四 组 试验 中 ， 除 了 4 和 8 的 搭配 情况 不 同 
个 因素 的 两 种 水 平 都 出 现 了 ， 


外 ，C、D、 瑟 、 下 四 
且 出 现 的 次 数 相 等 。 因 此 ， 





























明 
出 


显 ,， 在 b 
通过 上 述 分 析 与 研究 

方法 ， 可 以 根据 需要 进 和 

试验 ， 并 用 于 已 


计 质 量 ， pr 
必须 指出 = 


最 后 ， 我 丰 
室 列 。 按 理 说 ， 空 列 
加 如 果 空 列 的 极 差 很 小 ,五 
映 了 某 个 交互 作用 的 影响 ， 


后 的 机 

















各 因素 的 最 优 水 平 应 为 418,C1D;E， 







二 下 和 列 
9 极 差 应 该 为 零 ， 但 : 


表 4-22 不 同 搭配 条 件 下 试验 指标 平均 值 





了 7s，74s,，"… 的 差异 反 
ART 
NC 





























内 了 因素 4 和 B 的 搭配 情况 对 试验 指标 的 影响 。 
根据 这 种 计算 , 可 以 做 出 表 4-22 所 示 的 二 元 表 。 2 1，A1B, 是 最 好 的 搭配 条 件 ， 
此 ， 应 取 4 和 和 B, 作为 因素 4 和 B 的 最 优 水 平 。 SN 素 王 的 水 平 应 取 万 。 







者 性 元 件 的 交互 作用 对 相关 性 能 的 影响 并 不 
赚 不 是 很 高 ， 可 以 忽略 ， 以 利于 提高 设计 分 析 
外 | 顺 性 分 析 是 选择 样 车 参数 的 有 效 


a Rito 
数 胃 分 析 和 先 以 利用 虚拟 样 车 进行 车 辆 的 平顺 性 
忧 速 评价 和 新 设 小 厅 温 酌 性 能 预 估 及 参数 选择 ， 以 提高 汽车 设 







扩大 的 情况 前] 得 党 让 册 素 同 的 江 卫 情况 ， 可 能 导致 错误 的 结论 。 






的 问题 。 在 表 头 设计 时 ， 没 有 安排 因素 或 交互 作用 的 列 ， 称 为 
上 却 往往 不 等 这 个 问题 可 以 这 样 来 解释 : 
以 认为 是 由 试验 误差 引起 的 ;四 如 果 空 列 的 极 差 较 大 ， 实 际 上 反 
因为 正 交 表 的 任何 一 列 ， 一 定 是 某 两 列 的 交互 作用 列 。 在 例 4-3 














中 ， 第 七 列 是 空 列 , 上 
第 三 、 四 列 的 交互 





























表 4-21 可 知 第 七 列 是 第 
第 八 、 十 五 列 ， 第 九 、 十 四 列 ， 第 十 、 




















[作用 列 ， 
的 交互 作用 列 ， 因 而 第 七 列 














第 七 列 的 极 差 很 小 ,一 方面 说 明 








、 六 列 的 交互 作用 列 , 同时 也 是 第 二 、 五 列 ， 
二 三 询 , 第 十 一 ;十 二 询 
的 影响 。 在 本 例 中 ， 如 果 
因素 中 和 万 之 间 没 有 交互 作用 ， 另 一 方面 反映 了 试验 误差 的 

















的 极 差 实际 上 反映 了 上 述 各 列 交互 作 

















情况 ， 这 一 点 在 试验 数据 的 方差 分 析 中 还 要 用 到 。 


4.5 试验 数据 的 结构 


试验 过 程 中 ， 各 种 因素 的 干扰 和 测量 工作 所 引起 的 误差 ， 统 称 为 试验 误差 。 试 验 误差 是 
不 可 能 完全 避免 的 。 任 何 一 个 试验 数据 ， 既 包括 试验 条 件 的 影响 ， 也 包括 试验 误差 的 影响 。 
因此 ， 掌 握 试验 数据 的 结构 ， 是 深入 分 析 试 验 结果 的 前 提 。 


上 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


4.5.1 试验 数据 的 结构 


如 果 以 mi 表示 第 i 号 试验 条 件 下 ， 试 验 指标 应 有 的 数值 (习惯 上 又 称 试验 指标 理论 值 ) ， 

以 & 表示 试验 误差 ， 则 第 i 号 试验 结果 (又 称 试验 指标 实测 值 ) y; 可 用 下 式 表示 
p=m+e, (i=1,2,…,n) (4-3) 

式 中 ,nn 正 交 表 的 试验 号 个 数 。 

在 系统 误差 已 经 消除 的 情况 下 ，; 是 一 个 随机 (偶然) 误差 。 可 以 认为 ，&; 是 一 个 数学 期 
望 为 零 的 正 态 分 布 的 随机 变量 ， 记 作 s 一 N(0,c) 。 

为 了 分 析 各 因素 及 它们 的 交互 作用 对 试验 指标 的 影响 ， 需 要 将 m 做 进一步 的 分 解 。 

以 表示 各 号 试验 指标 理论 值 的 平均 值 ， 则 








《wm < (4-4) 
就 每 个 因素 而 言 ， 各 个 水 平 在 正 交 表 上 出 现 的 次 数 人 4 可 以 看 作 各 因素 都 取 “ 平 
均 ” 水 平时 ， 试 验 指标 应 有 的 数值 。 





以 m， 表示 因素 4 取水 平 ， 其 他 因素 和 水 平时 ， 试 验 指标 应 有 的 数值 ， 则 

ey (4-5) 
称 为 因素 4 取水 平时 的 效应 We 素 4 由 “平均 尿 平 变 为 水 平时 ， 指 标 理论 值 的 
增 量 。 


显然 ， 指 标 理论 值 i 下 式 表 ee 
次 ) 
式 中 ，K 一 一 因素 4 的 水 平 数 。 
于 是 ， 效 应 w 的 代数 和 等 于 零 : 


Kk 大 K 
Da = Dm -= Dm -Kun=0 (4-7) 
k=1 大 =1 k=1 
同 理 ， 以 ma 表示 因素 4 取 大 水 平 因素 四 取 1 水 平 ， 其 他 因素 取 “ 平 均 ” 水 平时 ， 试 验 
痢 标 应 有 的 数值 ， 则 


(4-6) 





(ab)y =mag 一 和 一 中 一 已 (4-8) 


称 为 因素 4 取 k 水 平 ， 因 素 8 取 7 水 平时 ， 交 互 作用 4x8 的 效应 ， 它 反映 交互 作用 引起 的 指 
标 理论 值 的 增 量 。 设 因素 4 的 水 平 数 为 K， 因 素 B 的 水 平 数 为 L， 则 
























































(4-9) 
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于 是 ， 交 互 效 应 (ab)y 对 大 (或 17) 的 代数 和 等 于 零 : 


天 天 
D(a) = lms -Ha —b] 
k=l 大 =1 


K 


有 (4-10) 


> (bu 兰 > [ma 一 4-4 一 0] 


[a {= 





综 上 所 述 ， 第 i 号 试验 条 件 下 ， 3 im 可 以 表达 为 ， 平 均值 /和 该 条 件 下 各 
因素 及 它们 的 交互 作用 的 效应 的 代数 和 2 下 


【 例 4-4】 某 正 交 试验 如 表 4-2 3 _ 
SS a 


试验 指标 中 
合格 率 (%) 





























写 出 各 号 试验 的 数据 结构 表达 式 。 
第 一 号 试验 的 条 件 是 :4B.C,D, ， 同 时 考虑 交互 作用 (4xB)N 和 (BxC) ， 所 以 试验 结 




















果 芒 可 以 写作 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 ee 


p=4+t+a+t+h +(ab)+a+(bon +ad +a 
=H+a+t+h+(ab)t+c, +(be)s+d,+é, 
及 =A+W +b,+(ab), +ci+(pc) +d, + és 
ys=U+a +b,+(ab),+c,+(be), +di+és (1) 
5 三 +aa 二房 +(ab) +o +(bo)i1+d, +és 

ye=H+as+b +(ab)y +c,+(be)is+di+ée 

=H+a,+b,+(ab)y +ci+(bc) +di+ey 

ys =U+a,+b,+(ab),, +c, +(bc),, +d, + és 
式 (4-11) 可 见 ， 试 验 指标 理论 值 是 平均 值 y; 和 各 因素 及 交互 作用 的 效应 的 一 种 线性 组 
合 ， 因 此 ， 这 种 数据 结构 的 数学 模型 ， 称 为 线性 模型 。 
有 了 试验 数据 结构 表达 式 ， 就 可 以 更 深刻 地 认识 试验 结 差分 析 法 。 在 本 例 中 ， 
素 DD 的 极 差 ( 即 第 七 列 的 极 差 ) 可 用 下 式 计算 个 


i 1 
Rp = 局 = 用 一 万 0 


=(d -d+ tet 6 +63+Es + Es)] 


由 此 可 见 ， 极 差 Ro 和 个 水 平 之 间 的 差异 ， 另 一 方面 受到 试验 误差 的 
干扰 ， 降 低 了 分 析 的 精度 


同 理 ， 可 以 计算 空 列 (第 0 


= ZSI tt t+ yt+ys+)) 


和 十 号 十 66 + E+Es+E7)] 


这 就 说 明了 空 列 的 极 差 是 由 试验 误差 引起 的 。 必 须 指 出 ， 第 五 列 实际 上 是 因素 4 和 C、B 征 
D 的 交互 作用 列 ,但 式 (4-11) 是 在 不 考虑 交互 作用 A4xC 和 BxD 的 前 提 下 写 出 的 ,所 以 式 (4-12) 
中 没有 包含 4xC 和 BxD 的 交互 效应 。 如 果 因素 4 和 C 以 及 B 和 DD 之 间 存 在 交互 作用 ， 则 第 
五 列 极 差 除 了 反映 试验 误差 以 外 ， 还 将 反映 4xC 和 BxD 的 极 差 ， 因 而 具有 较 大 的 数值 。 

如 果 因 素 4 和 交互 作用 BxC 被 安排 在 同一 列 上 , 根据 试验 数据 的 线性 模型 可 知 ， 这 个 现 
的 极 差 将 是 因素 4 的 极 差 和 和 交互 作用 BxC 的 极 差 的 代数 和 ， 这 就 是 混杂 现象 。 

有 了 试验 数据 的 线性 模型 ， 可 以 更 好 地 理解 因素 和 交互 作用 的 自由 度 。 在 一 组 数据 中 ， 
独立 的 数据 的 个 数 称 为 自由 度 。 在 本 例 中 ， 因 素 4 有 两 个 水 平 ， 它 们 对 试验 结果 的 影响 ， 可 
以 用 效应 ww 和 表示 。 由 式 (4-7) 可 知 ，w + =0 ， 所 以 独立 的 效应 只 有 一 个 。 于 是 ， 因 素 
4 的 自 度 等 于 1。 一般 来 说 ， 因 素 4 有 天 个 水 平 ， 就 有 天 个 效应 ， 因 为 有 一 个 约束 方程 式 


a=, 所 以 自由 度 等 于 K-1。 对 于 交互 作用 可 以 作 类 似 的 分 析 。 在 本 例 中 ，4xB3 共有 四 


















































++ ys+ ys) 


(4-12) 







































































































































































个 效应 即 (ab)i1,(ab)i3,(ab)a,(ab);, ， 由 式 (4-10) 可知 
(ab)i+(ab)s=0 (ab)» +(ab),, =0 
(ab)i +(ap) =0 (ab)i, +(ab),,=0 
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这 四 个 约束 方程 中 ， 只 有 三 个 是 独立 的 ， 因 而 独立 的 效应 数 为 4-3=1， 即 4xB 的 自由 度 等 于 
一 般 来 说 ， 因 素 4 及 个 水 平 ， 因 素 B 有 工 个 水 平 ， 则 交互 作用 4xB 有 KZ 个 效应 ， 约 
束 方 程式 共有 天 + 工 个 ， 即 

































































K 
> bu =0 (1=1,2,,D) 


人 =1 


L 
> bu =0 (k=1,2,,K) 
1al 








其 中 只 有 K+L-1 个 是 独立 的 ， 所 以 4xB 的 自由 度 等 于 KL-(K+L-D)=(K-Dx(L-1)， 
于 因素 4 和 因素 B 的 自由 度 的 乘积 。 对 KK 水 平 正 交 表 而 言 ， 每 一 列 的 自由 度 为 K-1， 任 
两 列 间 的 交互 作用 的 自由 度 为 (KX 一 D(K -1) ， 因 此 交互 作用 将 占据 正 交 表 的 天-1 列 。 
对 于 一 个 试验 号 数 为 的 正 交 表 ， 共 有 个 试验 结果 元 可 知 ， m=， 所 
i=1 
以 独立 的 数据 只 有 7 -1 个 ， wien 常用 正 交 表 的 总 自由 度 还 可 以 
用 各 列 自由 度 之 和 表示 ， 其 结果 相同 

















高 扑 









































































4.5.2 试验 指标 的 估计 > 

日 4.3 节 可 知 ， 通 过 试验 结果 NO 尽管 这 种 条 
件 可 能 没有 包括 在 已 进行 的 试验 就 提出 了 是 否 可 以 根据 已 进行 的 试验 ， 
预测 最 优生 产 条 件 下 的 试 i 

根据 试验 数据 的 结构 C 试验 结果 可 以 表达 为 活 而 +a 。 其 中 ， 试 验 指标 理论 值 mw， 是 


指标 理 ee 因素 及 交互 作 的 利生 组合. 因此 ， 只 要 求 得 人 和 各 
个 效应 的 数值 上 算 各 种 条 件 下 引 标 理论 值 m, 。 

| 存在， m 的 真 值 用 试验 的 方法 是 无 法 求 得 的 。 因此 ， 我 们 只 能 应 用 最 小 
二 乘法 原理 ， 根 据 实测 值 yy 、y,、…、»»,， 求 出 平均 值 和 各 个 效应 的 估计 值 。 设 m 的 估 


计 值 为 高， 则 高 应 使 偏差 平方 和 5= (0 一 高】 为 最 小 。 于 是 , 令 8 对 各 效应 估计 值 的 一 阶 
El 
偏 导数 为 零 ， 即 可 求 得 各 效应 的 估计 值 。 
我 们 仍 以 例 4-4 为 例 ， 计 算 扩 、 吉 、B、…， 并 预测 最 优生 产 条 件 下 的 试验 指标 值 。 
参照 (4-11) 的 形式 ， 可 得 
=f+ +h +(abD) +6 + (bu + 














高 = 应 + 全 + 记 + (ab)y +6 +(be)y + 
将 上 式 代入 8= yo- 遍 且 ， 0 并 考虑 到 +6, =0,B+Bb =0,…，, (ab)1+(ab), =0, 


i=l 


(ab) + (ab);, =0，…， 可 得 
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07 英 = 巴 (4-13) 
同 理 ， 久生 -0 可 得 
人 = 了 + 加 + 坟 + 4) 了 = 了 一 了 (4-14) 
式 中 ，7 一 一 因素 4 的 一 水 平 所 对 应 的 各 号 试验 的 指标 平均 值 。 类 似 的 ， 可 得 
(CD = 了 ia -了 -一 入 (4-15) 
式 中 ，4g 一 一 4 水平 所 对 应 的 各 号 试验 的 指标 平均 值 。 











可 以 认为 ， 试 验 误差 5 是 一 个 数学 期 望 为 零 的 正 态 分 布 的 变量 ， 即 E(s,)=0， 因 此 


e053 SD 


E(@)= KS 
E(ab), = E AS -A)= (ab)l 
由 此 可 见 , 式 (4-13)、 式 (4-14)、 式 (4 表达 的 各 参数 的 各 估计 值 ， 是 各 相应 参数 的 一 种 
无 偏 估计 。 这 些 表 达 式 虽 有 然 是 本 例子 得 到 的 ， 2 们 的 结论 却 具有 普遍 的 意义 。 
根据 式 (4-13)、 式 (4-1 sR -15) 和 表 4-2. ;的 数值 ， 可 以 求 得 : f=90.5%， 
6 =-6, = =1.5%， ER Gd =-0, =-0.75% , 
~ 








(ab) -a ab) =-(ab)y = $6, (be) = (be)» =-(be)s =-(pc) =-0.75% 
最 优生 产 条 件 为 4,B.C,D,， 在 此 条 件 下 ， 试 验 指标 估计 值 志 可 用 下 式 计算 














户 = 悄 +0 +h + (ab), +6, + (be) + 路 
=90.5%—1.0%+1.5%+2.5%+2.75% +0.75%+0.75% 
=97.75% 


可 以 用 类 似 的 方法 ， 预 测 任何 试验 条 件 下 试验 指标 的 数值 。 
4.5.3 ”短缺 数据 的 弥补 


对 试验 结果 进行 统计 分 析 时 , 必须 有 完整 的 数据 ,由 于 某 种 原因 (试验 失败 或 数据 丢失 等 ) 
使 某 号 试验 数据 短缺 时 ， 必 须 重 做 试验 予以 补 齐 。 如 果 客观 条 件 不 允许 重 做 试验 ， 在 不 得 已 
的 情况 下 ， 可 以 用 数学 的 方法 弥补 短缺 的 数据 。 弥 补 短缺 数据 的 方法 很 多 ， 这 里 只 介绍 一 种 
最 简单 的 方法 。 

以 水 田 收 获 机 械 通 过 性 试验 为 例 。 试验 方案 及 试验 结果 如 表 4-24 所 示 。 试验 指标 已 转化 
为 综合 评分 。 
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表 4-24 水田 收 获 机 械 试验 结果 表 

因素 ( 列 号 ) B 履带 板 型 式 C 重 心 位 置 | 试验 指标 
试验 号 (2) (4) (综合 评分 ) 
1 1 6.09 
9.13 
8.38 
| 
10.57 
7.03 
10.08 
12.10 
8.76 












































eile|ls|laoluls lw lo|- 


3 
1 
3 
1 
2 
3 


一 |w bbel=-|lelwle 


如 果 第 四 号 试验 数据 短缺 ， 可 用 下 述 方法 予以 弥 从 
第 四 号 试验 数据 y 的 结果 可 以 表达 为 站 


or 


计算 上 式 中 各 参数 的 估计 值 ; 
9 
bps Se 


~ 
总 3 1 Ca py 
a Xs | 3 十 入 LDL brs 


y 


A = 7 


=T -= + +W)- 了 =6.83+ 半 一 了 


写 出 yy 的 估计 值 ， 并 认为 名 = 办 ， 则 
久 = 记 + 你 十 记 + 和 = 了 +18.08+ 轴 一 37= 

整理 上 式 ， 即 可 解 出 y=9.225 。 

必须 指出 ， 由 于 试验 误差 的 存在 ， 估 计 的 指标 值 与 实测 的 数值 不 可 能 完全 相同 。 此 外 ， 
上 述 是 根据 其 他 数据 估计 出 来 的 ， 它 不 是 一 个 独立 的 数据 ， 因 而 误差 的 自由 度 将 减少 1， 
相应 的 正 交 表 的 总 自由 度 也 要 减少 1。 在 本 例 中 ， 第 三 列 是 空 列 ， 它 反映 了 试验 误差 的 情况 ， 
如 果 试 验 数 据 是 实测 的 独立 数据 ， 误 差 的 自由 度 应 为 2， 现 y 不 是 一 个 独立 的 数据 ， 因 而 误 
差 的 自由 度 由 2 减 为 1， 正 交 表 的 总 自由 度 则 由 8 减 为 7。 
























































4.6 试验 数据 的 方差 分 析 











根据 试验 数据 的 结构 ， 第 i 号 试验 条 件 下 的 试验 结果 y; 可 用 下 式 表示 











‘1@ 
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相同 的 分 布 ， 但 它们 的 具体 取 值 不 可 能 完全 相同 。 
通过 方差 分 析 ， 可 以 在 一 定 程度 上 ， 将 上 述 两 种 


由 此 可 知 ， yy、 


y=m+ée (i=1,2,…,n) 














芒 、…、 几 的 差异 ， 是 由 两 方面 的 原因 造成 的 ， 由 于 试验 条 件 的 不 
同 ， 引 起 指标 理论 值 m 的 不 同 ，@ 因 为 试验 误差 是 个 随机 变量 ， 即 使 s 、s, 、… 、&,, 具有 

















原因 引起 的 数据 变动 加 以 区 分 ， 然 后 在 





一 定 意义 下 ， 对 它们 进行 比较 ， 以 判断 各 因素 的 不 同 水 平 对 试验 指标 影响 的 大 小 。 
4.6.1 方差 分 析 的 基本 方法 
现在 ， 我们 对 例 4-4 的 试验 结果 进行 方差 分 析 。 数 据 的 计算 如 表 4-25 所 示 ， 原 始 数据 是 


从 表 4-23 中 抄 来 的 。 


豆 
所 
ll 
团 
小 
总 窟 
Sm 
-le 
Xx 
-| 
-| 
:下 
Ss 


取 128164 | 126736 | 138384 | 139129 | 131769 | 133225 | 133225 





) 2 7 
1 1 lL 1 
7 | 本 于 要 天 全 六 本 村 2 
3 | | jw 3 
5 2 | | oh | 
6 2 | 1 | 2 [i 

RA hos | 352 Bs MT 36r | 59 | 9 





表 4-25 EE 


65540 | 65572 | 65582.5 | 65522.5 | 65526.5 | 65526.5 


1s | 5 | os | os | 4s | 4s 





试验 指标 yy, 
合格 率 (%) 
86 
5 
91 


if&, YY 
;| =65522 
So 


通过 试验 得 到 的 八 个 数据 , 这 八 个 数据 的 算术 平均 值 7 -3 =90.5。 每 个 数据 与 平均 


值 之 差 ， 称 为 偏差 。 




















因此 ， 这 一 组 八 个 数据 的 偏差 平方 和 S$ 可 用 下 式 计算 














5 义 称 为 试验 结果 的 总 偏差 平方 和 ， 它 的 自由 度 等 于 试验 号 数 减 1， 即 / 





s-Fo -7 -S| -1 
i=1 1 








=8-1=7。 

















水 平 所 对 应 的 各 号 试验 的 指标 平均 值 台 ， 代 表 四 个 4 水 平 对 指标 的 影 


素 4 被 安排 在 第 一 列 ， 因此 第 一 列 的 偏差 平方 和 称 为 因素 4 的 偏差 了 





























的 各 号 试验 的 指标 平均 值 ,， 代表 四 个 省 水 平 对 指标 的 影响 ,于 是 , 因素 4 
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F 方 和 。 可 以 用 4 


响 ， 用 省 水 平 所 对 应 


的 偏差 平方 和 S$， 
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一 一 
可 下 式 计 算 : 
8 2 8 2 
六 沁 哆 Dy 
54 =4(74 —7) +4(F, -7)’ =4 ee +4 0 


二 1{& 下 
-Sow ro =8 


同 理 ， 可 得 : Ss =18, Sc=60.5, Sj =4.5, Sng =50, Spxc =4.5。 
在 二 水 平 正 交 表 中 ， 各 列 的 自由 度 均 为 1， 所 以 
f=fo=fc=fo=Jfms= foc=! 
第 五 列 是 空 列 ， 因 此 第 五 列 的 偏差 平方 和 反映 试验 误差 也 平方 和 ， 以 


3.= 人 
自由 度 大 也 等 于 1。 


由 上 述 计算 可 见 


S$S=S,+5 站 
同时 


gp B+fctfpt+ a 

这 说 明 试 验 结 人 ans 和 即 因素 的 偏差 平方 和 
兰 平 : 自由 度 之 和 。 这 是 一 个 

正 





























偏差 平方 和 。 总 py -因素 的 自 
可 以 用 米 检 查 ns 自由 度 区 No 
试验 与 重复 取样 的 情况 下 ， 总 偏差 平方 和 等 于 各 列 偏差 平方 和 之 和 ， 总 自 


由 度 之 和 。 











对 常用 的 正 交 表 而 言 ， 


8. 表 之 ， 则 


与 试验 误差 的 
普遍 的 规律 ， 
在 没有 重复 


日 度 等 于 各 列 自 





在 一 般 情况 下 ， 对 试验 号 数 为 ， 的 天 水 平 正 交 表 而 言 ， 总 偏差 平方 和 8 可 


S=y 0 -7 = -1(5] =W-P 
=1 i=1 





各 列 偏差 平方 和 8) 可 按 下 式 计算 
5S) = -7 +7, -++ 5 ~7)] 


K , 
= 一 [站 十 其 +… 十 区] 一 忆 


按 下 式 计算 


(4-16) 


(4-17) 


(4-18) 


(4-19) 


Exe 
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水 平 正 交 表 而 言 ，$8/ 的 计算 公式 还 可 以 写成 更 为 简单 的 形式 


一 
对 于 二 : 
(4-20) 


也 等 于 所 占 各 列 


5S, -0 =W 


的 偏差 平方 和 ， 等 于 所 在 列 的 偏差 平方 和 。 如 果 交互 作用 占据 正 
偏差 平方 和 等 于 所 占 各 列 偏差 平方 和 之 和 ， 其 自由 度 





各 因素 与 交互 作 上 
的 某 几 列 ， 则 交互 作 上 
自由 度 之 和 。 
试验 误差 的 偏差 平方 和 5S, ， 等 于 总 偏差 平方 和 与 各 因素 (包括 交互 作用 ) 偏差 平方 和 之 
也 就 是 各 空 列 偏差 平方 和 之 和 。 如 果 某 因素 所 在 列 的 偏差 平方 和 很 小 ， 与 空 列 的 偏差 平 
相 接 近 ， 这 就 说 明 ， 该 因素 对 试验 指标 的 影响 很 小 ， 因 而 可 以 将 该 列 的 偏差 平方 和 作为 





















































方 和 和 
试验 




















误差 偏差 平方 和 的 一 部 分 。 
第 i 号 试验 条 件 下 的 试验 结果 yy; =m, +&;。 





列 偏差 平方 和 8) 是 一 个 随机 变量 。 在 本 例 中 ， 
计算 


2 一 N(0,a) ， 所 以 也 是 一 个 正 态 分 布 的 随机 变量 ， ee: 


-个 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 ， 
于 是 ， 根 据 y 计算 的 各 


平方 和 5S 的 数学 期 望 可 按 下 式 





因素 4 


ta 
E(S,)= a E> -yp4) J 


1 2 
get RR -yp —y) 


多 ge -i 
及 本 总 +8a2 区 

从- 2(a —a,) :of 泡 - 
由 此 可 见 ，S， 4、 录 水平 的 差异 ,i 也 包含 了 试验 误差 的 影响 。 
误差 的 偏差 平方 和 5, 的 数学 期 望 


1 al 
E(S.)=E(S;)= 可 jos = | =gE0 + 为 +ye 二 加 一 芒 一 志 一 此 一 上 





同 理 ， 可 以 计算 试验 


BE +6tEstés -6 -66-21) =0° 
此 可 见 ，S, 是 o? 的 无 偏 估计 。 
为 了 检验 各 因素 对 试验 指标 是 否 有 显著 的 影响 ， 
首先 作 原 假设 H。: 因 














可 以 应 用 统计 学 中 的 假设 检验 法 。 
素 4 对 试验 指标 没有 影响 ， 即 效应 a =a, =0。 根 据 这 个 假设 ，5, 





























将 只 受 试验 误差 的 影响 ， 是 cn 的 无 信 舍 计 。 这 时 ， 吉 是 一 个 自由 度 为 .1 的 分 布 随机 变 
量 ， 二 是 一 个 自由 度 为 太 的 妇 分 布 随机 变量 ， 两 者 互相 独立 ， 所 以 统计 量 
S/o S/N i 
Br (4-21) 
是 一 个 自由 度 为 (f,,) 的 严 分 布 随机 变量 。 
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然后 ， 选 取信 和 度 (又 称 显著 性 水 平 )， 由 F 分 布 表 查 得 临界 值 (f,1.) ， 使 概率 
PIF,>F(fi,f.)]=a 。Q 是 一 个 很 小 的 数 ， 因 此 ，F, > F,(f,f) 是 一 个 小 概率 事件 ， 在 一 
次 试验 中 ， 一 般 是 不 会 发 生 的 。 如 果 在 一 次 试验 中 ， 居 然 发 生 了 书 > Ff,(f,f) 的 情况 ， 那 
么 ， 我 们 有 1- cx 的 把 握 拒绝 接受 原 假 设 ， 并 认为 因素 4 对 试验 指标 有 影响 ， 这 时 犯错 误 的 
概率 为 w 。 
在 一 般 情况 下 ， 信 度 w 选 为 0.01、0.05、0.10。 如 书 > 玉 m(CA, 大) ， 则 称 因 素 4 对 试验 
结果 有 高 度 显著 的 影响 ， 记 作 *#; 如 丽 o( 太 大)> F > 古 s(C7 大 ) ， 则 称 因素 4 对 试验 结果 
有 显著 的 影响 , 记 作 *; 如 互 0s (fi, 帮 )> > wo(f4,f.)， 则 称 因素 4 对 试验 结果 有 一 定 影响 ， 
记 作 o。 
对 其 他 因素 及 因素 间 的 交互 作用 ， 可 以 作 类 似 的 分 析 。 
综 上 所 述 ， 方 差分 析 的 过 程 ， 可 用 表 4-26 表示 。 在 本 例 
入 5S, 中。 由 表 4-26 可 见 ， 因 素 C 和 交互 作用 4xB 对 试验 
标 昌 有 一 定 影响 ， 但 它 的 影响 不 如 交互 作用 4xB 显著 
决定 因素 4 和 8 的 最 优 水 平 。 其 他 因素 和 交互 作 有 
求 选取 适当 水 平 。 


自由 入 | 平均 偏差 平方 和 

源 baba ea ( 仿 关 平方 秽 自 由 度 ) 
> | 
| | 









































S6,S) 数值 很 小 ， 故 将 其 归 
著 影 响 。 因 素 B 对 试验 指 
和 应 该 根据 4 和 B 的 最 优 搭配 ， 

此 标的 影响 不 大 ， 可 以 参考 其 他 要 














| SS 区 | 


5 =S =18 
SC = 560 


用 尸检 验 法 对 各 因素 作 显著 性 检验 ， 首 先 要 求 出 试验 误差 的 方差 的 信 计 值 学 ， 而 S。 


e 





是 通过 空 列 求 得 的 ， 所 以 ， 选 用 正 交 表 时 必须 注意 留 出 一 定 的 空 列 。 如 果 正 交 表 的 各 列 都 被 
因素 或 交互 作用 所 占据 , 就 无 法 得 到 的 估计 值 。 这 时 ,可 根据 类 似 试验 的 资料 , 确定 o? 的 
数值 ， 并 认为 其 自由 度 为 w。 于 是 ， m=, 临界 值 则 为 尼 (7uoo) 。 如 果 没有 类 似 的 斌 


验资 料 可 以 参考 ， 屠 就 需要 选用 较 大 的 正 交 表 安 排 试 验 , 或 者 进行 重复 试验 ， 以 求 得 o? 的 估 
计 值 。 

由 统计 学 理论 可 知 ， 自 由 度 帮 很 小 时 ,五 检验 法 的 灵敏 度 很 低 ， 即 使 因素 对 指标 有 显著 
影响 ， 用 丘 检 验 法 却 无 法 判定 。 为 了 提高 检验 的 灵敏 度 ， 应 设法 增加 试验 误差 的 自由 度 ,。 
为 此 ， 可 以 将 数值 较 小 的 8 归 入 5S,， 或 者 选用 较 大 的 正 交 表 以 增加 空 列 的 数目 , 或 者 进行 重 
复试 验 。 如 这 些 方法 都 难以 实现 ， 可 以 将 信 度 a 选 为 0.20， 并 将 方差 分 析 所 得 结论 ， 在 进 一 
步 试验 或 实践 中 加 以 验证 。 
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4.6.2 ”重复 试验 (采样 ) 的 方差 分 析 


在 实际 工作 中 ， 可 能 遇 到 重复 试验 与 重复 采样 的 问题 。 所 谓 重 复试 验 ， 就 是 将 同一 号 试 
验 重复 进行 若干 次 。 而 重复 采样 ， 则 是 在 同一 次 试验 中 ， 同 时 抽取 若干 个 样本 。 显 然 ， 重 复 
试验 时 ， 试 验 数 据 的 差异 是 由 试验 误差 引起 的 。 因 此 ， 重 复试 验 的 数据 可 以 用 来 估计 试验 误 
差 。 在 重复 采样 时 ， 试 验 数据 的 差异 也 是 由 试验 误差 引起 的 ， 但 这 种 误差 只 是 局 部 的 试验 误 
差 ， 称 为 试 样 误 差 。 在 一 般 情 况 下， 试验 误差 大 于 试 样 误差 。 在 一 定 的 条 件 下 ， 也 可 以 用 试 
样 误差 来 估计 试验 误差 。 

首先 ， 讨 论 重复 试验 时 试验 数据 的 方差 分 析 。 

如 果 用 试验 号 数 为 n 的 K 水平 正 交 表 安排 试验 , 每 一 号 试验 作 7 次 重复 试验 ， 以 yy 表示 
a 


1 n TT 
了 = > 人 (4-22) 


与 式 (4-16) 相似 ， 试 验 数据 总 偏差 平方 和 3 可 按 下 式 


5- 交 yo，- 亲 =W-P (4-23) 
i=1 1=l i=| ff i=1 1=1 
| 4 












































式 中 


(4-25) 


= 党 | (4-24) 
~> il 1=l 


及 nn 
在 nT 个 试验 数据 的 娄 所 只 有 :人 个， 所 以 总 自由 度 和 =z7-1。 
各 列 偏差 平 沪 和 8) 则 按 下 式 计算 


5),=T En 7) + -D+ + 











用 (4-26) 
= 元 [ 芒 + +…+JX]- 已 
Tn 
式 中 ，yi 一 一 第 j 列 一 水 平 所 对 应 的 所 有 各 次 试验 的 指标 之 和 ; 
马 一 yy 的 平均 值 ， 

对 于 二 水 平 正 交 表 ， 8 的 计算 公式 还 可 以 简化 为 

1 2 
总 = 一 (4-27) 





与 无 重复 试验 的 情况 相似 ， 各 列 的 自由 度 仍 按 广 = 天 -1 计算 ， 各 列 自由 度 之 和 》 万 =m-1。 

















此 可 见 ， 在 重复 试验 的 情况 下 ， 总 自由 度 /不 等 于 各 列 自 由 度 之 和 》 万 ， 总 偏差 平 





方 和 8 也 不 等 于 各 列 偏差 平方 和 之 和 》 ,3) 。 
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现在 我 们 来 考虑 试验 误差 的 偏差 平方 和 。 如 以 马 表 示 第 ;号 试验 条 件 下 ， 了 次 重复 试验 
数据 的 平均 值 ， 即 总 = ， 则 第 i 号 试验 7 个 数据 的 偏差 平方 和 ,和 相应 的 自由 度 可 
a 























用 下 式 计 算 : 











S=D On) (i=12,.,n) 

f=T-1 (i=1,2,…,n) 
显然 ，$; 完全 是 由 试验 误差 造成 的 ， 可 用 来 估计 试验 误差 的 方差 。 因此， 在 重复 试验 的 情况 
下 ，, 试验 误差 的 偏差 平方 和 5,， 将 由 两 部 分 组 成 , 即 由 空 列 反映 的 S 和 由 Ys, 反映 的 5,, 组 

















成 ，S, =S+5 从 
为 便于 计算 5.， WD 和 上 与 行 间 偏差 平方 和 。 行内 
偏差 平方 和 就 是 上 述 的 5, ， 各 行内 偏差 平方 和 之 和 


So -ys A (4-28) 
1 并 


(T—1) (4-29) 
而 引起 的 ， 2 万 可 按 下 式 计算 : 


y, ye 4-30 
开光 (4-30) 





行 间 偏差 平方 和 8。 是 由 试验 Ei 
4 

又 

NY 

显然, 行 间 信 及 浓 和 


将 式 (4-23) 和 式 (4-30) 代入 并 加 以 整理 ， 即 得 


S$- D2 -六 过 [5] (4.32) 


fl 1=l i=l 1=1 i=1 \ 1=1 


于 (4-31) 
5 等 于 各 列 偏 差 平方 和 之 和 六 s， .按照 这 种 分 解 方法 ，Ss = S- Se。 
J 


只 要 稍 加 下 理 就 可 以 发 现 ， 式 (4-32) 与 式 (4-28) 是 完全 相同 的 。 这 就 说 明 ， 总 偏差 平方 和 8 
分 解 为 行 间 偏差 平方 和 8c 与 行内 偏差 平方 和 》 8, 是 完全 正确 的 。 


i=l 














根据 上 述 分 析 可 知 ， 在 重复 试验 的 情况 下 ， 如 正 交 表 上 没有 空 列 ， 可 以 用 32 估计 试验 误 
e2 

差 的 方差 ， 对 各 因素 作 显著 性 检验 。 如 正 交 表 上 有 空 列 ， 为 了 提高 检验 的 灵敏 度 ， 可 以 

加 本 + 本 估计 试验 误差 的 方差 。 显著 性 检验 的 具体 方法 , 则 与 无 重复 试验 的 情况 完全 相同 。 

e el e2 

在 重复 采样 的 情况 下 ， 可 以 用 同样 的 方法 计算 5,, ， 但 这 时 S。 只 反映 了 局 部 的 试验 误 

差 一 试 样 误差 。 在 一 般 情况 下 , 试 样 误差 小 于 试验 误差 ,因此 不 能 用 5,, 对 各 因素 作 显著 性 


人 
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检验 。 但 是 ， 为 了 充分 利用 重复 采样 所 提供 的 信息 ， 在 一 定 的 条 件 下 ， 也 可 以 把 试 样 误差 当 

作 试 验 误差 。 例 如 : 
) 如 试 样 误差 的 平均 2 ， 与 试验 误 关 的 平均 偏差 平方 和 没有 显著 的 

关 别 ， 则 可 将 试 可 关 当 作 汪 内 误差。 具体 地 说 ， 访 是 对 5. 和 3. 作 显 着 性 检验 ， 令 



































对 给 定 的 信 度 a ， 如 有 严 < 尼 ( 太 , 记 ) ， 则 认为 试 样 误差 与 试验 误差 无 显著 差异 。 这 时 ， 可 
以 把 8. = Su + 9 作为 试验 误差 的 偏差 平方 和 ， 对 各 因素 作 显著 性 检验 。 

(2) 对 斌 的 来 源 作 具 体 分 析 ， 如 试验 过 程 中 干扰 较 少 ， 试 验 重复 性 较 好 ， 试 验 误 
关 让 要 是 由 试 样 误差 决定 的 ， 则 可 将 试 样 训 差 当 作 试 误差， 

【 例 4-5】 电解 腐蚀 试验 。 考 察 三 个 三 水 平 的 因素 。 jobstree 
合 评分 表示 。 用 L,(31) 正 交 表 安 排 试验 ， 每 号 试验 重 A 次 ， 试 验 结 : 


























未 ， 并 用 综 





表 4-27。 


























表 4-27 电解 座 尖 泊 关 计生 表 
因素 试验 指标 y, 变 a | 
5)| | 包 -和 a 
试验 号 I | 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
8 
9 
芒 
5, 79.63 











试验 数据 作 线 性 变换 ， 对 方差 分 析 没 有 影响 ， 为 便于 计算 ， 令 


1 
j= 一 (六 一 70) 
i 50% ) 


Os 
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总 偏差 平方 和 8 可 按 式 (4-23) 计算 


yy- 二 Er 和 ] -peass 


i=l t=1 i=l 1=1 





各 因素 及 试验 误差 ( 空 列 ) 的 偏差 平方 和 按 式 (4-26) 计算 





1 天 12 12 12 1 
S =m +y% +y%]-P 


3S1= 引 =79.63 
=5! =36.74 
SS. =5, =35.63 


5’ =5;=3.85 a 
/ 


=/fs=/c= SS 
试 样 误差 的 偏差 平方 和 8. 可 按 式 (4-32) 计算 


3 ee | = 


i 


es es 的 偏差 平方 和 
AX S13 FS. =67.85 
f=f.+f,=2+18=20 


对 各 因素 作 显著 性 检验 ， 如 表 4-28 所 示 。 
表 4-28 ”电解 腐蚀 试验 方差 分 析 表 


因为 

































平 平方 和 
方差 来 源 偏差 平方 和 和 显著 性 
4 | = 引 =79.63 .82 | 7 | ** 
as | 5 5 =36.74 1837 | 52 | * 
Cc | Se=5=35.63 17.82 | is26 | * 
误 益 | Si=5,+5 =67.85 3.39 | | 
总 和 S'=219.85 Foo(2,20)=5.85; Foos(2,20)=3.49 


4.6.3 极 差 在 方差 分 析 中 的 应 用 

对 试验 数据 作 方 差分 析 ， 首 先 要 求 得 到 方差 的 估计 量 。 用 平均 偏差 平方 和 估计 方差 ， 是 
一 种 比较 好 的 方法 。 但 是 ， 这 种 方法 要 计算 一 系列 数据 的 偏差 平方 和 ， 计 算 工作 量 较 大 。 为 
了 简化 计算 ， 可 以 用 极 差 来 估计 方差 。 
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设 j、 力 、…、yw 是 从 正 态 分 布 的 总 体 中 随机 抽取 的 容量 为 M 的 样本 ， 则 总 体 的 标准 
差 o， 可 用 样本 的 极 差 予以 估计 。 具 体 方法 是 : 将 M 个 数据 分 成 若干 组 ， 并 使 每 个 组 的 数据 















































个 数 小 于 12, 设 各 组 数据 极 差 的 平均 值 为 尺 ,， 则 标准 差 的 估计 值 与 相应 的 自由 度 可 按 下 式 计 算 
= (4-33) 
d(u,v) 
f=9(u,v)~=0.90v(u—1) (4-34) 
式 中 ， 4 一 一 每 组 内 数据 的 个 数 ; 








v 一 一 组 数 ; 

d(u,v)、 glu,v) 由 wu 和 vw 两 个 参数 决定 的 系数 ， 它 们 的 数值 可 在 有 关 书 籍 中 找到 。 在 实 
际 应 用 时 ， 可 按 四 舍 五 入 的 方法 ， 将 自由 度 取 为 整数 。 
例如 ， 从 正 态 总 体 抽 得 16 个 数据 组 成 的 随机 样本 : 1.40，1,49，1.38，1.41，1.40，1.31， 
L435 2 1 15 143; 1.37; 1.36. RK 四 组 : 

1.40, 1.49, 1.38, 1.41, R=0.11 

1.40, 1.31, 1.43, 1.42,，R,=0. 上 

5 R=0.09 

1.43，1.37，1.41， 2 7 

R 0.09 有 
a 2 而 按 偏 差 平方 和 计算 ， 
对 队 兴 接近 的 。 
5 me 果 用 试验 号 数 为 上 的 天 水 平 正 交 表 
重复 试验 。 A i 号 试验 第 1 次 试验 的 结果 ， 则 各 行 的 
,T}—min{y,;t 、 。 以 表示 第 j 列 的 k 水 平 所 对 应 的 所 
et a 0 | 
9 极 差 汪 

R=max {pask=1,2,, K} -min{Ba:sk=1,2,.…,K} 


试验 误差 的 标准 差 和 各 列 的 标准 差 可 按 下 式 估计 : 


元 二 
人 = 2 R (4-35) 


i=1 
区 jr (4-36) 
1 aKDY 天 
式 中 ，/ 一 一 空 列 数 ; 


= jr 和 (4-37) 
aKDY 天 
h 各 空 列 极 差 的 平均 值 。 


于 是 试验 误差 的 方差 可 按 下 式 估计 
NG 


+ 




































由 u=4,v=4， 查 表 得 4(4,4)=2.11, 


则 6 =0.0407 。 由 此 可 见 ， 两 者 
现在 我 们 将 这 种 方法 应 
安排 试验 ， 每 一 号 试验 
极 差 R =max {yi;t Sa 
有 各 次 试验 结 典 的 事 均 值 ， 














(4-38) 


OO 
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各 因素 及 交互 作用 的 显著 性 ， 仍 用 忆 检 验 法 检验 。 这 时 





























坊 三 沁 . (4-39) 


了 ”全 2 
Oo。 











极 差 估计 试验 数据 的 方差 ， 计 算 简 便 ， 而 其 结果 与 偏差 平方 和 法 相近 ， 因 此 ， 在 工程 
试验 中 ， 值 得 推广 。 
作为 比较 ， 我 们 对 例 4-5 的 试验 结果 ， 用 极 差 估计 方差 进行 分 析 。 

各 列 的 标准 差 的 估计 值 6, 按 式 (4-36) 计算 , 6. 则 按 式 (4-35) 计算 , 计算 结果 列 于 表 4-29。 
因为 G, ==6.97<6。 =9.04 ， 故 将 试 样 误差 与 试验 误差 合并 考虑 ， 按 式 (4-38) 可 得 
人 =78.23， 于 是 可 作 方 差分 析 如 表 4-30 所 示 。 


表 4-29 电解 腐蚀 试验 方差 估计 表 1 





























因素 到 总 Se 指标 
Oleol6 综合 评分 ) 极 差 及 
试验 号 人 意 为 
1 5 60 70 10 
2 65 85 20 
洲 70 80 5: 
4 60 80 25 
3 45 70 25 
6 40 40 0 
学 70 65 25 
8 85 80 5 
加 65 65 15 
i =_ 1 
国 72.78 | 57.22 i ， 










Oe。 = 9.04 
19.45 d(3,9) 


家 3055 | 2095 | Go | 2004 | dD=191: 4dG9)-172 
a . G3,1)=2.0: (3,9)=16.585~17 


表 4-30 电解 腐蚀 试验 方差 分 析 表 


> 




















Fo(2,19)=5.93; Fos(2,19)=3.52 


表 4-28 及 表 4-30 可 见 ， 用 极 差 估 计 方 差 和 用 偏差 平方 和 估计 方差 ， 所 得 结论 完全 相 
有 实 上 ， 考 虑 到 表 4-28 的 平均 偏差 平方 和 是 按 线 性 变换 后 的 数据 计算 的 ， 其 数值 缩小 了 


6 
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54 $4 25=39.82x25=995.38, 而 表 4-30 的 相应 数值 为 63 =933.30 ， 两 


?=25 倍 ， 因 此 
讽 - 沪 











者 是 相当 接近 的 。 


4.7 正 交 表 的 灵活 应 用 





前 面 已 经 讨论 了 正 交 试 验 设计 的 一 般 方法 ， 即 处 理 水 平 数 相同 的 多 因素 试验 问题 。 但 在 
实际 工作 中 ， 往 往 遇 到 各 因素 水 平 数 不 同 的 情况 。 这 时 ， 除 了 直接 套用 混合 水 平 正 交 表 外 ， 
还 可 以 根据 具体 情况 ， 灵 活 运用 各 种 正 交 表 进行 试验 设计 。 

4.7.1 并 列 法 


将 有 水 平 正 交 表 的 某 两 列 合并 ， nth 组 成 一 个 K? 水 平 的 新 列 ， 
这 种 方法 称 为 并 列 法 。 SD 
交 交 中 


为 简便 计 ， 以 二 水 平 正 交 表 Li6(2”) 为 例 。 任 取 两 列 , 如 取 一 、 二 两 列 , 这 时 ， 
同一 行 的 两 个 数组 成 一 个 有 次 序 的 两 位 数 6 芝 浆 存 序 数 对 )， 这 种 两 位 数 共 有 四 种 可 能 ， 即 (1， 
1)，(1，2)，(2，1) (2，2) 。 以 每 种 RC 数 表 未 一 种 新 的 水 平 ， 并 令 ， 




























































(1, D>1, 中 AN 2，(2，1) 3, (2, 2) 一 4 
则 第 一 、 二 列 合并 成 为 一 列 。 第 一 、 闷 -作用 列 是 第 三 列 ， 由 正 交 表 构 
造 re ES WO rg = 列 灿 得 来 的 ， 因 此 将 一 、 二 列 合并 为 一 个 新 
列 时 ， 0 单 ， 个 -0 -个 四 水 平 列 。 从 自由 度 的 角度 看 ， 一 


个 二 水 平 列 的 自 en 为 3, 因此 一 个 四 水 平 列 应 该 占据 三 个 二 水 
平 列 的 位 置 。 后 ， om 人 
可 见 ， 


由 表 4-31 ee eg 一 个 混合 水 平 正 交 表 。 因 为 它 具 有 一 般 正 交 表 的 
特性 ; @ 任 一 列 中 各 水 平 出 现 的 次 数 相同 ; @ 任 意 西 列 之 间 ， 各 种 不 同 水 平 的 所 有 可 能 的 拱 
配 都 出 现 了 ， 且 出 现 的 次 数 相等 。 
继续 进行 并 列 ， 则 可 将 正 交 表 Li6(2") 改造 成 Li6(4? x2”)，L6(4 x2°)，L6(4'x2)， 

Le(4’)。 

对 于 表 4-31 所 示 的 并 列 后 的 正 交 表 Le(4x2*) ， 任 意 两 个 二 水 平 列 的 交互 作用 列 ， 仍 可 
Le(2”) 的 交互 作用 列表 查 得 。 它 的 四 水 平 列 与 任意 一 个 二 水 平 列 的 交互 作用 列 都 有 三 列 ， 
就 是 原来 的 一 、 二 、 三 列 与 该 列 的 交互 作用 列 。 
同 理 ， 可 以 将 其 他 二 水 平 正 交 表 改 造成 混合 水 平 正 交 表 。 对 于 三 水 平 正 交 表 ， 任 意 两 列 
的 交互 作用 列 有 两 列 ， 因 此 四 个 三 水 平 列 (任意 两 列 及 它们 的 两 个 交互 作用 列 ) 换 成 一 个 九 水 
平 列 。 例 如 ， 正 交 表 己 ;(G38) 可 以 改造 成 L,(9x3”)。 
用 混合 水 平 正 交 表 设 计 试 验方 案 ， 同 样 可 用 极 差 法 或 方差 分 析 法 分 析 试 验 结果 。 需 要 指 
出 的 是 ， 在 一 般 情况 下 ， 水 平 取得 较 多 的 因素 ， 其 极 差 较 大 ， 因 此 ， 水 平 数 不 同 的 因素 之 间 ， 
根据 极 差 的 大 小 只 能 粗略 地 估计 各 因素 的 主 次 。 为 了 更 准确 地 判断 因素 的 主 次 ， 可 以 采用 方 
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差分 析 法 。 在 方差 分 析 中 用 式 (4-19) 和 式 (4-26) 计算 各 列 偏差 平方 和 8 时 ， 式 中 的 水 平 数 KK 


对 于 不 同 的 列 应 取 不 同 














的 数值 。 例 如 ， 表 4-31 所 示 的 Le(4x2”)， 第 1 列 K=4， 其 余 各 列 





















































天 =2 。 因 为 二 水 平 列 用 式 (4-20) 和 式 (4-27) 计算 比较 简便 ， 为 了 统一 公式 ， 也 可 以 用 原来 三 
个 二 水 平 列 的 偏差 平方 和 之 和 ， 表 示 四 水 平 新 列 的 偏差 平方 和 ， 即 8 =S +S +S 。 
表 4-31 将 厂 6(25) 改 造成 已 5(4x22) 
i (1 = 7 9 10 11 12 13 14 15 
1 1 | 1 | 1 1 1 
2 1 2 2 和 学 和 
3 1 国医 可 区 恒 区 汪 医 测 医 ” 
4 1 避 医 国医 加 看 到 医 
5 1 EE 
6 1 亩 医 本 用 到 区 动 医 副 医 
7 1 pp 
8 1 yn wl 
9 2 EE 
10 2 国医 恒 医 避 医 曾 医 恒 原 | 
11 2 到 | 区划 区 到 区 加 区 恒 柄 
12 2 :I 
13 2 :区 EE 
14 2 面 区 蜀 乃 测 攻 放量 区 
15 2 天 攻 本 医 测 医 加 区 古 花 : 
16 2 国医 到 区 副 医 避 医 避 医 | 
【 例 4-6】 从 一 项 试验 中 ， 需 要 考察 中 四 水 平 因素 4， 三 个 二 水 平 因素 B、C、D, 以 
及 交互 作用 4xB，AxC 。 
解 : 需要 考察 的 因素 和 交互 作用 的 总 自由 度 为 12， 小 于 1$5， 因 此 可 用 由 五 (25) 改造 成 
为 的 Le(4x2”) 正 交 表 安 排 试 验 。 表 头 设计 如 下 : 
因素 4 B AxB C 4xC D 
列 号 2 354 4 (5 6 7) (9 10 1D) 12 13 14 15 





F 方 和 可 按 新 列 计算 ， 也 可 按 原来 各 列 计算 ， 即 


S4= 吕 =S+S+S 
Sp =5, 
Sp=Ss+Se + 
有 

Seac= So+So+Sn 
Sop=S2 


ele 
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Se.=513+S14+Ss 






















































在 无 重复 试验 或 重复 采样 的 情况 下 ， 总 偏差 平方 和 
=Si+Ss+Sis+Sc+Sac+Sn+S 
自由 度 
=Jue=Jc= 大 =3 
万 = 大 = 万 =1 

4.7.2” 拟 水 平 法 

前 面 介绍 的 并 列 法 ， 是 在 水 平 数 较 少 的 正 交 表 上 安排 水 平 数 较 多 因素 的 一 种 方法 ， 而 拟 
水 平 法 ， 则 是 在 水 平 数 较 多 的 正 交 表 上 安排 水 平 数 较 少 的 因素 的 一 种 方法 。 

对 水 平 数 较 少 的 因素 ， 虚 拟 一 人 全 使 之 水 平 相等 ， 这 种 方法 称 为 
拟 水 平 法 。 例 如 ， 在 一 项 试验 中 ， 需 要 考察 一 个 三 水 平 因素 B、C、 De 
如 直接 套用 混合 水 平 正 交 表 Ls(2x3”) ， 至 少 需要 i 如 对 因素 4 虚拟 一 





第 三 水 平 4， 
为 虚拟 的 水 平 。 
素 4 虽然 虚拟 了 


则 可 用 (3") 正 交 表 安排 试验 。 
, 作为 虚拟 的 水 平 454 测试 验方 案 如 表 
3 实际 上 水 所 


































重点 考察 的 那个 水 平 ， 作 
4-32 所 示 。 需 要 指出 的 是 ， 因 
以 用 拟 水 平 法 改造 后 的 表 4-32， 





全 是 5 
是 一 Un 9 
可 比 性 含 4 水 平 的 三 试验 号 中 , B、 
D 三 因 = 人 -次 ,而 包含 清水 
a 处 试 只 号 中 ，B、C、 三 个 因素 的 三 个 水 下 
出 现 二 次 。 正 是 册子 这 补 可 记性 我 们 仍然 可 以 




















用 极 差 法 和 方差 分 析 法 ， 对 试验 数据 进行 分 析 。 
应 用 极 差 法 时 ， 极 差 
R,=max {5 ,k=1,2,, K}—min{D, ,k=1,2,.…,K} 
= 
其 中 ， a 
式 中 ，y 一 一 第 j 列 水 平 所 对 应 的 所 有 各 次 试验 的 指标 之 和 |; 
Z, 一 一 相应 的 试验 号 的 个 数 ; 
7 一 一 每 个 试验 号 重复 试验 的 次 数 。 
需要 注意 的 是 ,对 于 拟 水 平 的 各 列 ,各 水 平 具 有 不 同 的 Zi 。 例 如 , 由 表 4-32 可 见 , Z4 =3， 


Z4 =6。 与 并 列 法 的 情况 相似 ， 水 平 数 不 同 的 因 
各 因素 的 主 次 。 





素 之 间 ， 


根据 极 差 的 大 小 ， 


只 能 


粗略 地 估计 


对 试验 数据 作 方 差分 析 时 ， 未 经 拟 水 平 处 理 的 各 因素 的 偏差 平方 和 ， 仍 等 于 所 在 列 的 偏 











差 避 





FE 方 和 S;， 可 按 式 (4-19) 和 式 (4-26) 计算 。 而 对 拟 水 了 


OO 


的 各 


因素 








， 其 偏差 了 





FE 方 和 S 应 按 下 
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式 计算 
2 2 到 
Ce (4-40) 
| 7 
由 式 (4-25) 得 到 
人 5 训 
- 订 让 


起 中 ,yy (k=1,2,.…, 公 ) 表 示 拟 水 平 因素 N 的 实际 水 平 下 所 对 应 的 所 有 各 次 试验 的 指标 之 和 
志 为 相应 的 试验 号 的 个 数 ; 7 为 每 个 试验 号 重复 试验 的 次 数 , K 为 拟 水 平 因素 的 实际 水 平 数 。 
藉 他 符号 的 意义 同 前 。 
需要 注意 的 是 ， 拟 水 平 因素 的 自由 度 ， MT 自由 度 。 按 









































式 (4-40) 计算 的 拟 水 平 因素 的 偏差 平方 和 Sw ， 也 小 于 按 6 六 计算 的 所 在 列 的 偏差 平方 和 
Si 。 这 就 是 说 ， tdi 占 满 ， 所 以 ， 所 在 列 的 自由 度 
与 拟 水 平 因素 自由 度 之 差 ， 为 试验 误差 的 自由 度 1 的 偏差 平方 和 与 拟 水 平 因素 偏差 平 
方 和 之 差 ,为 试验 误差 的 偏差 平方 和 ,在 本 例 Sn sf 而 fl 
因此 扩 = 太 =- 广 - 广 -大 -万 =1， 相 应 舱 SS -SS -Sc -So 。 由 此 可 见 ， 采 用 拟 水 平 
法 时 ， Tau 仍然 可 以 求 得 试验 误差 的 偏差 平方 和 ， 它 等 于 总 
CT 


在 实际 工作 中 ， 可 以 同 酝 适用 并 列 法 和 拟 水 更 大 正 交 表 的 使 用 范围 。 
法 还 有 很 多 ， 如 部 约 追 铬 法 、 裂 区 试验 法 等 ， 本 书 限于 篇 幅 ， 


灵活 运用 正 交 表 的 
有 需要 ， Wi 
守 - 
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不 再 一 一 介绍 ， 读 


1， 正 交 试 验 的 步骤 有 哪些 ? 

2. 多 指标 试验 分 析 的 方法 有 哪些 ? 每 种 方法 有 什么 特点 ? 
3. 正 交 试 验 设计 有 哪些 优点 ? 
4 
5 





.试验 数据 的 方差 分 析 有 什么 作用 ? 
. 分析 试验 数据 的 结构 有 什么 作用 ? 举例 说 明 。 
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鲜 - -教学 日 标 "RS 
通过 本 章 的 学 习 ， 了 解 均匀 试验 设 评 鸭 符 点 ， 掌 握 均匀 试验 方案 设计 的 方法 及 试验 结果 的 计算 

与 分 析 的 方法 ; 掌握 不 等 水 平均 : 向 因 表 区 讽 法 ; 了 解 均匀 试验 设计 的 工程 应 用 , 


4 % WA 
全 -#4 
知识 要 点 能 力 要 相关 知识 权重 
es 全 | 均匀 设计 表 与 使 用 表 、 均 习 设 
均匀 试验 设计 了 解 均匀 试验 设计 ( 表 ) 的 特点 ， 掌 


计 表 的 特点 、 均 匀 试 验方 案 设计 、| 30% 
注意 的 问题 


线性 回归 或 逐步 回归 方法 20% 


握 均匀 试验 方案 设计 的 方法 
试验 结果 的 计算 与 掌握 试验 结果 的 计算 与 分 析 的 
分 析 方法 


不 等 水 平均 匀 设 计 | 。 掌握 不 等 水 平均 匀 设 计 的 方法 不 过 术 生 的 入 设计 大、 抽水 











平 法 15% 

| a 庶 机 变量 定性 因素 均 习 设计 、 
混合 因素 均匀 设 掌握 混合 因素 均匀 设 的 方 ; 0% 
昆 合 因素 均匀 设计 掌握 因素 均匀 设计 的 方法 训 从 直 条 这 二 15% 
Ge 匀 试 验 设计 的 | “了解 均匀 试验 设计 的 工程 应 用 发 动机 、 汽 车 制造 20% 








均匀 试验 设计 是 我 国 


b 


数值 积分 中 





5.1.1 均匀 


罗 匀 性 
充分 均匀 


F 相 同 
指标 


ET 








4 数目 就 不 


不 够 强 。 若 


范围 内 ， 


正 交 试验 设计 中 ， 
个 因素 的 水 
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数学 工作 者 对 试验 设计 技术 发 展 的 一 大 贡献 。 它 是 根据 数论 在 多 维 
原理 ， 构 造 一 套 均匀 设计 表 ， 用 来 进行 均匀 试验 设计 。 


概 














的 应 











S.1 述 


性 


原则 是 试验 设计 优化 的 重要 原 则 之 一 。 在 试验 设计 的 方案 设计 中 , 使 试验 点 按 一 定 规 

区 域内 ， 每 个 试验 点 都 具有 一 定 的 代表 性 ， 则 称 该 方案 具有 均匀 性 。 

， 正 交 表 是 正 交 试验 设计 优化 的 基本 工具 。 它 是 利用 正 交 表 来 安排 试验 的 。 正 

鬼 衡 分 散 、 综合 可 比 ” 这 两 大 特点 。 均 衡 分 散 性 即 均匀 性 ， 可 使 试验 点 均匀 地 分 
每 个 试点 都 具有 一 定 的 代表 性 。 这 样 ， 表 各 列 均 排 满 ， 也 能 得 到 

; 综合 可 比 性 即 整齐 可 比 性 ， 由 于 正 交 正 交 性 ， 任 一 列 各 水 的 

， 任 两 列 间 所 有 可 能 的 组 合 出 现 的 次 数 1 b 

， 可 以 综合 比较 各 因素 不 同 水 平 数 

4 影响 大 小 及 变化 规律 。 

对 任意 两 个 因素 



































标的 影响 ， 从 而 分 析 各 因素 及 其 交互 











综合 可 比 性 ， 必 须 是 全 面试 验 ， 而 每 
下 必须 有 重复 ， 这 样 一 来 诬 给 反 在 试验 范围 内 就 不 可 能 充分 地 均匀 分 散 ， 试 验 点 
能 过 少 。 显 然 ， 用 有 2 试 验 ， 均 匀 性 受潮 5 一 定 限制 ， 因 而 试验 点 的 代表 性 
在 试验 设计 中 ， 各 综合 可 比 性 企 满足 均匀 性 的 要 求 ， 让 试验 点 在 
险 设 计 方 法 ， 称 为 验 设 计 。 


”为 保证 









很 强 ， 


A 
重复 数 +=n/m, 


分 成 25 个 水 平 ， 


位 


平 


节 
的 攻 





by Ns 
RR 试验 的 试验 点 例如 ， 对 于 他 试验 ， 即 三 因素 五 水 平 
:试验 设计 中 局 


次 。 若 每 个 水 平 


则 试验 分 布 得 更 的 
试验 设计 的 比较 。 正 交 试验 设 i 
,每 个 水 平 只 做 1 次 。 显然 , 均匀 试验 设计 的 试验 点 较 之 正 交 试验 设计 的 试验 
代表 性 更 强 。 对 于 这 项 试验 , 和 
前 提 下 , 可 以 方便 地 安排 试验 次 





S.1.2 均匀 试验 设计 的 优点 


均匀 试验 设计 相对 于 全 面试 验 和 1 
数 ， 缩 短 试验 周期 ， 从 而 大 量 节约 人 了 
试验 需 做 125 次 试验 ， 利 用 


Us ) 安排 试验 


次 试验 ， 若 进行 均匀 试验 设计 ， 
也 不 过 做 14 次 试验 。 因 此 , 对 





， 只 须 做 5 次 





选择 L051 
只 做 -次 ， 同样 做 25 次 试验 ， 在 试验 范 目 
匀 。 图 5.1 所 示 的 是 当 试 验 因 素 N=2 时 ， 


- 取 5 个 水 平 ， 每 个 水 平 重复 5 次 ， 而 均匀 试 





用 均匀 设计 表 U;(5*) 安排 试验 , 在 使 各 因 

















素 较 多 , 特别 是 对 十 








正 交 试验 设计 


素 的 
数 n 为 5<n<25 的 均匀 试验 ,图 5.2 表 示 N=2、m=5、n=5 
匀 试 验 。 显 然 ， 均 匀 试 验 设计 的 试验 点 代表 性 较 正 交 试 验 设计 的 试验 点 强 得 多 。 


E 交 试验 设计 的 最 主要 的 优点 ， 是 大 幅度 
[和 费用 。 对 于 三 因素 五 水 平 即 们 试验 ， 
正 交 表 三 (59) 安排 试验 至 少 要 做 25 次 试验 ， 但 
试验 即 可 。 再 如 ， 对 于 7 试验， 若 进行 全 面试 验 ， 
选取 Ui(7°) 均匀 设计 表 ， 只 须 做 7 次 试验 即 可 ， 
对 于 试验 因 


正 交 表 安排 试验 ， 试 验 次 数 最 少 做 25 次 ， 其 水 平 


目 内 ， 将 每 个 因素 
与 均 
验 设计 取 25 个 水 
点 分 布 得 更 均匀 
水 平 数 不 少 于 5 








也 减少 试验 次 
如 果 进 行 全 面 
鸭 匀 设计 表 
须 做 117649 
和 E 复 一 次 ， 






































素 的 水 平 多 而 又 希望 试验 次 数 
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is 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 



































































































































En 
少 的 试验 ， 对 于 筛选 因素 或 收缩 试验 范围 进行 逐步 择优 的 场合 ， 对 于 复杂 数学 试验 的 择优 计 
算 等 ， 均 匀 试 验 设计 是 非常 有 效 的 试验 设计 方法 。 

25[ 0 5 @ 
[el 国 面 国 面 硬 国 国 国 
上 © 
20 全 4 人 
FF |© © 

全 人 | 伴 - 一 Ps 一 二 个 全 和 个 

© © 
15 H 3 个 
e 2 | 

司 | + 村 二 | + 
10 由 2 人 
© 

| ， + + + + + + + + 

9 © 

5 H 1 

| e | | je | | 料 | 
0 名 10 1s 20 25 0 3 3 4 1 

正安 试验 点 @ 均匀 试验 点 六 本 交 试 验 点 人 @ 均匀 试验 点 
图 5.1 正 交 试验 与 均匀 试验 比较 XY 图 5$.2 正 交 试验 与 均匀 试验 比较 
(试验 点 数 相等 ) (试验 点 数 不 等 ) 


S.1.3 ”均匀 试验 设计 的 应 用 
压 于 均匀 试验 设计 使 试验 


能 力 条 th 力 ,前 轮 罩 板 工 
通过 对 前 轮 单 板 宇 艺 分 析 ， 初 步 制定 
拟 仿真 调整 参数 加 以 避免 。 前 轮 单 板 成 形 的 重 








模具 闭合 高 度 、 压 力 机 公称 压力 和 材料 的 性 能 参数 等 。 通 过 分 析 设计 可 以 为 其 实际 
一 定 的 参考 价值 ， 缩 短 反 复试 验 的 时 间 ， 提 高 模具 设计 的 可 靠 性 ， 降 低 一 定 的 成 本 。 
此 外 ， 国 防 工业 上 已 在 飞 航 导弹 的 设计 以 及 车 用 发 动机 等 领域 上 得 到 有 效 的 应 用 。 





RS 


出 现 就 在 工业 生产 中 得 到 应 
CR 
上 人 人 ， 能 够 有 效 降 共 企 

种 能 ee 重点 在 于 冲压 技术 的 合理 应 用 。 
的 制 








是 找 
本 ， 大 大 增加 新 产品 的 研发 


[ 艺 ， 通 过 比较 方案 ， 预 测 缺陷 ， 通 过 模 
参数 包括 凸凹 模 间 隙 、 侧 壁 角 度 、 凹 模 圆 角 、 
产 提供 

































5.2 均匀 设计 表 及 其 使 用 表 


$.2.1 均匀 设计 表 与 使 用 表 


与 正 交 试验 设计 相似 ， 均 匀 设 计 也 是 通过 一 套 精 心 设计 的 表格 来 安排 试验 的 ， 这 种 表格 


称 为 均匀 设计 表 。 


均匀 设计 表 是 根据 数论 方法 在 多 重 数 值 积 分 中 的 应 用 原理 构造 的 ， 


水 平 两 种 。 


OO 





它 分 为 等 水 平和 混合 
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均匀 设计 表 是 一 种 规格 化 的 表格 ， 是 均匀 试验 设计 的 基本 工具 。 均 匀 设 计 表 仿照 正 交 表 

以 U,(m*) 表示 。 表 中 UU 是 均匀 设计 表 代号 ，n 表示 行 数 即 试验 次 数 ，m 表示 每 纵 列 中 的 不 

同 字 码 的 个 数 ， 即 每 个 因素 的 水 平 数 ，k 表 示 列 数 ， 即 该 均匀 设计 表 最 多 安排 的 因素 数 。 

表 5-1 是 一 张 U;(75) 均匀 设计 表 ， 可 安排 7 个 水 平 6 个 因素 的 试验 ， 只 做 7 次 试验 即 可 。 

表 5-2 也 是 一 张 均匀 设计 表 。 比 较 U;(7*) 和 Vs(Cw9) 可 以 看 出 ,两 表 有 一 定 的 关系 , 即 Us(69) 

是 将 表 U;(7) 的 最 后 一 行 划 去 而 得 的 。U;(7") ( 表 5-1) 称 为 水 平 数 为 奇数 的 均匀 设计 表 ， 而 

Ue(6*) ( 表 5-2) 称 为 水 平 数 为 偶数 的 均匀 设计 表 。 































表 5-1 Ui(7) 表 5-2 Us(6) 

列 号 
试验 号 

昌 

2 

3 

4 

1 

6 

J 

eon 例如 ， 60) 的 第 2、 第 5 列 和 第 1、 第 6 

人 ? 各国 3 筷 可 以 看 出 图 5.3 (a) 中 点 子 分 布 均匀 
而 图 5.3 (b) 中 的 点 子 均 色狼 就 较 





3 验 设计 时 应 选择 均匀 性 比较 好 的 列 ， 应 
按 均匀 设计 表 的 舍 行 表 头 设计 可 帮助 我 们 在 均匀 试验 设计 时 ， 选 择 合适 的 
列 来 安排 试验 > 舌 53 所 示 的 是 的 使 用 表 。 由 表 可 知 ， 在 选择 U(79) 进行 均匀 试 
验 设计 时 ， 若 只 有 两 个 因素 ， 安 排 在 第 1、 第 3 列 : 若 有 3 个 因素 ， 安 排 在 第 1、 第 2、 第 3 
列 ; 车 有 4 个 或 5 个 因素 ， 则 分 别 安排 在 第 1、 第 2、 第 3、 第 6 列 和 第 1、 第 2、 第 3、 第 4、 
第 6 列 ; 最 后 ， 车 有 6 个 因素 ， 则 6 列 全 安排 。 实 际 中 使 用 的 每 个 均匀 设计 表 ， 都 附带 一 个 
使 用 表 ， 在 均匀 试验 设计 时 ， 所 选 的 因素 只 有 按 规定 的 列 进行 表 头 设计 时 ， 才 能 取得 较 好 的 
效果 。 


* 9 

















表 5-3 Ui(7') 的 使 用 表 
























































i (b) 
5.3 不 同 列 组 合 的 均匀 性 








一 


二 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 rm 


附带 说 明 ， 水 平 数 为 奇数 与 水 平 数 为 偶数 的 均匀 设计 表 具 有 确定 的 关系 。 将 奇数 表 划 
最 后 一 行 就 得 到 水 平 数 比 原 奇数 表 少 1 的 偶数 表 ， 相 应 地 ， 试 验 次 数 也 少 1， 而 使 用 表 不 变 。 
例如 ， 将 Ui(7") 表 划 去 最 后 一 行 就 得 到 U6(6")， 使 用 表 不 变 。 因 此 ， 一 般 仅 提 供水 平 数 为 奇 
数 的 均匀 设计 表 。 

1U5(G3) 、Us(99) 及 它们 的 使 用 表 如 表 5-4 一 表 5-7 所 示 。 










































表 5-4 (5 表 5-5 Us (S51) 的 使 用 表 
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表 5-7 心 (99 使 用 表 














(1) 水 平 的 每 个 因素 的 每 个 水 平 只 做 一 次 试验 ， 即 每 1 列 无 水 平 重 
复数 。 
(2) 试验 分 点 分 布 得 比较 均匀 。 图 5.3 (a) 所 列 的 U6(6") 表 就 是 表 5-2 的 第 2 列 和 第 5 列 
各 水 平 组 合 在 平面 格子 点 上 的 分 布 ， 每 列 每 行 都 恰好 有 1 个 点 。 
) 均匀 设计 表 的 试验 次 数 与 水 平 数 相 等 ， 即 n=m， 因 而 水 平 数 和 试验 次 数 是 等 量 的 
增加 ， 这 和 已 (5) 型 正 交 表 大 不 相同 。 例 如 ， 水 平 数 从 7 水 平 增加 到 8 水 平时 ， 对 于 均匀 试 
验 设计 ， 试 验 次 数 从 7 次 增加 到 8 次 ， 但 对 于 正 交 试 验 设 计 ， 则 试验 次 数 从 49 次 增加 到 64 
次 ， 按 平方 关系 增加 。 均 匀 试 验 设计 增加 因素 的 水 平 ， 使 试验 工作 量 增加 不 多 ， 这 是 均匀 试 
验 设计 的 最 大 优点 。 


表 中 安排 的 因素 及 ] 






































170 


一 一 一 -均匀 试验 设计 第 5 章 | 


(4) 均匀 设计 表 中 各 列 的 字 码 次 序 不 能 随意 改 
动 ， 而 只 能 依 原来 的 次 序 进行 平滑 ， 即 将 原来 的 最 
后 1 个 水 平 与 第 1 个 水 平 衔接 起 来 ， 构 成 一 个 封闭 
圈 ， 再 从 任 一 开始 定 为 第 1 水 平 ， 按 原 方向 或 反方 
各 排出 第 1 水 平 、 第 3 水 平等 , 图 5.4 表示 Ul,(10") 
第 1 列 因 素 水 平 的 平滑 。 
5.2.3 均匀 试验 方案 设计 


均匀 试验 设计 时 主要 根据 因素 水 平米 选用 均匀 设计 表 ， 并 按 均匀 设计 表 的 使 用 表 来 安排 
试验 方案 。 但 要 注意 ， 方 案 设计 时 不 考虑 因素 间 的 交互 作用 。 

【 例 5-1】 凑 甲 基 纤维 销 是 一 种 代 亚 淀粉 的 化 学 原料 。 为 好 拷 它 的 最 佳 生产 条 件 ， 运 用 
入 试验 设计 技术 进行 全 因素 试验 。 ce 


解 : (1) 因素 与 水 于 的 选取 。 
根据 专业 理论 联系 实际 知识 的 实践 经 验 ， 选 择 凡 伍 式 哈 结果 的 三 个 主要 因素 ， 并 确定 它 


们 的 变化 范围 ， 碱 化 时 间 (120 一 180min) ;她 光度 (25 一 29) ("Be) ， 醚 化 时 间 (90 一 
150min) 。 将 各 因素 均 分 为 五 个 水 平 ， 其 因 式 与 头 平 如 表 5-8 所 示 。 


























图 5.4 水 平 的 平滑 



























































对 于 5 因素 试验 ， 若 进行 全 面试 验 需 要 做 125 次 试验 。 因 为 无 m=5 的 正 交 表 ， 因 此 ， 








不 能 运用 正 交 试验 设计 技术 。 现 在 选用 均匀 设计 表 U;(5*) 进行 均匀 试验 设计 ， 来 寻找 最 佳 生 
产 条件 。 
(2) 选择 均匀 设计 表 及 表 头 设计 。 
本 试验 是 因素 试验 , 即 R=3,m=5 的 多 因素 多 水 平 的 试验 。 查 均匀 试验 设计 表 UU;(5*) ， 
该 表 最 多 可 安排 4 个 因素 ， 每 个 因素 取 5 个 水 平 。 因 此 ， 


















































本 试验 可 选用 Us(5*) 表 完 成 表 头 设计 。 本 试验 的 表 头 设计 表 5-9 表 头 设计 
如 表 5-9 所 示 。 因素 |4|8B & 
(3) 确定 试验 方案 。 列 号 | 1|12|13|4 





表 头 设计 结束 后 开始 填 表 。 因 素 按 表 头 设计 规定 , 水 
平 按 “ 对 号 入 座 ” 的 原则 填 到 Us(3") 表 中 ， 得 到 均匀 试验 设计 的 试验 方案 ， 如 表 5-10 所 示 。 
由 表 5-10 可 见 ， 第 3 列 是 空 列 ， 此 列 不 能 像 正 交 表 那 样 可 以 安排 交互 作用 、 也 可 以 对 试 
验 误差 进行 估计 ， 只 能 空闲 着 不 用 。 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


表 5-10 Us(5”) 试 验方 案 
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试验 号 3 | 4 
1 1(120) 3 | 4035) 
2 2(135) 1 | 3020) 
3 | 30s0 4 | 2005) 
4 | ”44063) 2 | 1(90) 
5 5(180) 5 5(150) 





5.2.4 试验 方案 设计 中 的 几 个 问题 





) 增加 试验 次 数 问题 
【 例 5-1】 试验 的 试验 范围 很 宽 ， 仅 做 5 次 试验 是 坟 sam 当然 也 
pn 





影响 对 结果 分 析 得 出 结论 的 可 靠 性 。 为 提高 试验 J 采用 拟 水 平 法 ， 选 用 Ui,(10") 的 
使 用 表 安 排 试验 方案 ， 如 表 5-11 所 示 。 
表 5-11 表明 ， 第 1 一 10 号 各 因素 的 水 混 1 次 ， 这 样 ， 试 验 的 结论 会 更 可 靠 些 。 

表 5-11 部 en 0 ") 拟 水 平 试验 方案 


















试验 号 x 4 7 
1 1112) 人 牙 5(29) 7(105) 
2 《外 2035) 站 ,| 10(29) 3(120) 
3 SN 有 3d | 4(28) 10(150) 
4 4(165) 9(28) 6(90) 
5 5(180) 3(27) 2(105) 
6 6(120) 8 27) 9(135) 
7 7(135) 2(26) 5(150) 
8 8(150) 7(20) 1(90) 
9 9(165) 105) 8(120) 
10 10(180) 6(25) 4(135) 
(2) 因素 的 水 平 细 分 问题 




















为 提高 试验 的 可 靠 性 , 可 以 每 个 因素 在 同一 围 内 分 成 10 个 水 平 , 这 样 试验 次 数 虽 
然 仍 为 10 次 ， 但 试验 点 分 布 得 更 均匀 。 用 中 有 时 做 不 到 。 本 例 ， 因 素 B (烧碱 
浓度 ) 一般 不 能 按 半 度 来 划分 水 平 ， 只 能 将 其 分 为 5 个 水 平 ， 而 因素 4 ( 碱 化 时 间 ，min) 和 因 
素 C ( 醚 化 时 间 , min) 可 分 成 10 个 水 平 , 仍 选 Ui,(10") 表 进行 均匀 试验 设计 , 如 表 5-12 所 示 。 
由 于 在 均匀 试验 设计 中 ， 因 素 的 水 平 划分 十 分 灵活 ， 使 试验 方案 的 安排 非常 简便 。 本 例 
可 以 选用 Us(5*)、Uio(10") 表 ， 也 可 以 选用 U1(11") 表 ， 如 表 5-12 和 表 5-13 所 示 。 






















































































Or 
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表 5-12 Uio(10") 试 验方 案 












































因素 A/min B/ (Be’) C/min 
列 号 

试验 号 
1 1(120) 5(29) 7(132) 
2 2(127) 10(29) 3(104) 
3 3(134) 4(28) 10(153) 
4 4(141) 9(28) 6(125) 
5 5(148) 3(27) 2(97) 
6 6(155) 8(27) 9(146) 
7 7(162) 2(26) 5(118) 
8 8(169) 729 KO 1(90) 
9 9(176) | .i&% 8(139) 
10 10(183) | ,X07 4(111) 

表 5-13、 六 SY 

一 轨 | 4/min x KP B/ (“Be’) C/min 

试验 号 SN | 7 
1 WO | ..% 7(126) 
2 $4(126) 0D9.5) 3(102) 
3 V 302) 上 4(26.5) 10(144) 
4 < 38) | > 9(29) 6(120) 

s WY 5(144) 了 帮 3(26) 2(96) 
6 6(150) 808.5) 9(138) 
7 7(156) 2(25.5) 5(114) 

8 8(162) 7(28) 1(90) 
9 9(168) 1025) 8(132) 
10 10(174) 6(27.5) 4(108) 
11 11(180) 11(30) 11(150) 

(3) 平滑 问题 





均匀 设计 表 中 水 平 数 为 奇数 的 表 的 最 末 一 个 试验 都 是 各 因素 高 水 平 相册， 这 样 有 时 会 产 
生 不 良 后 果 。 表 5-13 最 后 一 次 试验 是 所 有 因素 的 第 11 水 平 相遇 。 为 避免 这 种 情况 发 生 ， 将 
因素 的 水 平 次 序 作 适 当 调 整 ， 例 如 表 5-13 中 将 因素 4 的 水 平顺 序 进行 平滑 如 下 : 
120 126 132 138 14 10 16 12 168 174 180 
6 7 8 9 10 11 1 4 5 


这 样 ， 最 后 1 号 试验 条 件 为 本 BC ， 可 有 效 地 避 开 因素 高 水 平 相遇 而 产生 不 良 的 后 果 。 





1 个 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


5.3 ”试验 结果 的 计算 与 分 析 













































































义 匀 试验 设计 的 试验 结果 一 般 采 用 类 似 于 正 交 试验 设计 直观 分 析 法 而 不 采用 方差 分 析 
法 ， 这 是 因为 均匀 试验 设计 时 每 个 因素 水 平 较 多 ， 
表 5-14 ”因素 水 平 表 而 试验 次 数 又 较 少 的 缘故 。 此 外 ,采用 均匀 设计 表 
因素 本 三 不 具有 正 交 性 ， 因 此 ， 试 验 数据 的 处 理 比较 复杂 ， 
水 平 底 水 /s ”| 吸 氨 时 间 /min 对 结果 的 计算 分 析 最 好 运用 回归 分 析 方 法 , 一 般 采 
1 136.5 170 用 线性 回归 或 逐步 回归 的 方法 。 
2 137.0 180 【 例 5-2】 某 啤 酒 厂 在 啤酒 生产 过 程 中 进行 某 
3 137.5 190 项 试验 。 成 S ( 底 水 ) 和 z, ( 吸 氨 时 间 )， 
4 138.0 200 均 取 9 个 水 CR 5:14 所 示 。 试验 考核 的 指标 y 
5 138.5 210 为 吸 氨 量 
EE EN WR EE 这 雹 - 忆 素 九 水 平 的 试验 , 选择 Us(99) 较 
2 多 U,(95) 的 使 用 表 知 ， 因 素 3 和 因素 z, 安 
8 140.0 240 - ， 
9 05 0 < 在 第 1 列 和 第 3 列 ， 试 验方 案 安排 及 试验 结果 ， 
如 表 5-15 所 示 。 
-7 为 S15 试验 方案 及 这 了 和 
和 因素 人 X21) X(t) 试验 结果 
1 | 1(136.5) 齐 4(200) 5.8 
2 河 2(137.0) 8(240) 63 
3 3(137.5) 3(190) 4.9 
4 4(138.0) 7(230) 5.4 
5 5(138.5) 2(180) 4.0 
6 6(139.0) 6(220) 4.5 
7 7(139.5) 1(170) 3.0 
8 8(140.0) 5(210) 3.6 
9 9(140.5) 9(250) 441 





解 : (1) 简化 计算 。 
为 计算 简便 ， 对 因素 z 及 因素 z, 的 各 水 平 作 线性 变换 : 
z1 —136 





= i=L2,.. 
0.5 

x -和 0 i=1,2,… 
10 
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_ -136 _136.5-136_| 











05 05 i 
z1 -136 137-136 其 全 闪失 
= 之 四 兰 多 
0.5 0.5 
212 -160 200-160 
m0 0 4 
其 余 类 推 ; 
z» -160 240-160 人 
ae | 
二 10 10 





计算 结果 表明 ， 经 过 线性 变换 后 因素 水 平 值 恰好 是 均匀 设计 表 U,(9) 中 相应 列 的 水 平 数字 ， 
如 表 5-15 表示 。 
(2) 建立 回归 方程 。 


@ 表 5-15 的 合计 值 计算 : 冯 


> =1+2+…+9=45 
=4+8+， 从 
a 
@ 平均 值 计算 : 沦 > 奖 

















9 
,= 2 -7)’ =9.235 
i=1 


a 
=D -Rm)( -7)=-19.6 
i=] 


a 
by = ,062 -32)9; -7)=11.0 
1 


“© 
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9 
l=b= > —N)(%2 —N)=6.0 


[ee 
则 正规 方程 组 为 
lb + lb, =60b +6b, = 一 19.6 
te +1,b, =6b,+60b, =11.0 

解 联 立 方程 组 ， 得 

bi =-0.348 

b=0.218 

bo =7 -bx -br =5.27 


因而 ， 有 回归 方程 为 次 
$=b +bx +b,x, = < Ed 


(3) 回归 方程 的 显著 性 检验 。 
@ 计算 回归 平方 和 5, 与 剩余 平方 和 5 eR 由 度 /、/.: 
S, =b 1, +b,b, -Cet .6) +0.218x11=9.219 


h=2 
5.=1,-5, 19=0.016 





大 =6 小 流 
加 计算 回归 均 方 和 $7 9 值 : 


F= 3 /大 2 =1707.41 
/6 


< 全 5./ /R016 
aero wet 
图 列 方差 分 术 表 ( 表 5-16) ， 进 行 F 比值 检验 。 
计算 得 F 值 为 1707.41 后 进行 检验 ， 取 显著 水 平 a=0.01， 从 相关 表 上 查 出 临界 值 
瓦 %(2,6)=10.92 ， 比 较 忆 与 瓦 u(2,6) ， 故 回归 方程 高 度 显著 。 
最 后 ， 经 过 线性 变换 ， 得 回归 方程 为 

也 = 96.44 一 0.6963 +0.0223 
由 上 式 看 出 ， 指 标 子 随 因 素 3 增加 而 减少 ， 随 因素 2 的 增加 而 增加 ， 利 用 此 方程 可 寻找 试验 
范围 内 的 最 优 工艺 条 件 ， 也 可 以 对 指标 了 进行 预测 和 控制 。 









































表 5-16 方差 分 析 表 
方差 来 源 平方 和 5 自由 度 f 方差 了 比值 显著 性 
回归 5, =9.219 f=2 V,=4.61 
剩余 | 5, =0.016 A K.=0.0027 El 
总 计 | $=9235 万 =8 | 





F(2n—3): Fo(2,6) =10.92 
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5.4 ”不 等 水 平均 匀 设 计 


前 述 的 均匀 设计 都 是 选用 等 水 平均 匀 设 计 表 Ui(5") 或 U,(5") 进行 的 设计 。 但 在 实际 应 用 
过 程 中 ,常常 遇 到 多 因素 试验 中 因素 水 平 不 等 的 情形 。 例 如， 在 一 个 3? x2! 的 三 因素 试验 中 ， 
因素 4 和 8 为 三 水 平 ， 因 素 C 为 二 水 平 。 显 然 ， 该 项 试验 可 选用 正 交 表 L,(2x3”) 来 安排 ， 
但 实际 上 是 进行 全 面试 验 , 并 且 不 可 能 找到 比 厂 (2x37) 更 小 的 正 交 表 来 安排 这 项 试验 。 很 明 
显 ， 选 用 均匀 设计 表 U;(b') 或 U,(b') 来 直接 安排 这 项 试验 也 行 不 通 。 
运用 拟 水 平 法 可 以 将 等 水 平 U, (be) 表 改造 成 不 等 水 平 以 (as xb,*) 表 。 拟 水 平 技术 的 具 


体 做 法 如 下 。 论 
(1) 选用 适宜 的 等 水 平均 匀 设 计 表 。 4 
) 根据 该 U 表 的 使 用 表 所 推荐 的 列 号 选 定 与 试验 P 相等 的 列 。 
) 将 试验 因素 安排 在 的 各 列 上 ， Po ne 平 进行 合并 ， 组 成 新 的 水 
平 即 拟 水 平 ， 任 一 列 拟 水 平 数 应 RN 平 数 相等 。 
【 例 5-3】 对 33x2' 试验 进行 均匀 设 让 


首先 选用 Ui(6') 表 ， 如 表 5-17， 未 ea 第 1、 第 2 和 第 3 列 。 将 因 


素 4 和 8B 放 在 前 2 列 ,因素 C 放 在 第 第 1、 第 2 两 列 为 三 水 平 : (1,2) 志 1， 
平 合并 为 - Eo (4,5,6) 二 > 2， 即 得 表 















































































































(34)S32, (5,033, 同时 
Us(G32x20) ， 如 表 5-18 月 于 4 列 和 C 列 ， C 列 的 二 因素 所 有 组 合 都 出 现 ， 正 好 
组 成 它们 的 全 wk 和 列 和 B 列 的 二 中 没有 重复 试验 ， 可 见 表 U6(3*x2') 具 


有 很 好 的 均衡 并 < 好 的 均 nN 和 拟 水 平 法 改造 成 的 不 等 水 平均 匀 设 计 表 
Us xD 9 要求 。 车 将 Us (3?x21) 谢 列 上 的 不 同 数字 用 相应 列 上 的 因素 4、B、C 的 
各 水 平 置换 ， 即 成 为 该 项 试验 的 均匀 设计 。 


表 5-17 Ui(6) 前 三 列 表 5-18 拟 水 平 设计 Ue(3? x2') 









































【 例 5-4】 对 3x2' 试 验 进行 均匀 设计 。 
该 项 试验 可 选用 Co(2x59) 进行 正 交 设计 , 但 试验 次 数 太 多 。 若 用 均匀 设计 来 安排 ,可 选 
目 Ui(10") , 按 其 使 用 表 选 定 1, 5,7 三 列 。 对 1, 5 列 采 用 水 平 合并 : (1,2) 寺 1,…, (9,10) 二 5; 
7 列 采用 水 平 合并 : (1,2,3,4,5) 过 1，(6,7,8,9,10) 二 2， 于 是 得 表 5-19。 这 个 设计 中 4 和 C 
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两 列 组 合 ， 有 2 个 (2,2)， 但 没有 (2.1)， 有 2 个 (4,1)， 但 没有 (4,2) ， 显 然 ，Uio(5? x2') 其 均 
如 果 选 用 UiQ0") 的 1，2，5 列 ， 用 同样 的 拟 水 平 技术 便 可 以 获得 如 表 5-20 所 列 的 
UN(5 x2') 表 。 显 然 ， 它 有 较 好 的 均衡 性 。 

















表 5-19 ” 拟 水 平 设计 Uio(5? x2") 表 5-20 拟 水 平 设计 Ui0(5? x2') 
(2) (3) 
B C 
(2)1 | (9)1 
(4)2 | (10)2 
(03 | (9)1 
(8)4 | (9)2 

(10)5 | (3)1 
(D1 | (8)2 
(3)2 (2)1 
(5)3 | (72 
(74 | (DI 
(9)5 | (02 
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y x 注 曲轴 计 
NA x 


定性 因素 也 称 状态 因素 、 状 态 变 量 。 在 实际 试验 中 ， 试 验 因素 有 时 会 是 定性 的 ， 即 : 其 
水 平 仅 是 几 个 孤立 的 状态 ， 相 互 间 也 可 能 无 联系 ， 如 小 麦 品种 、 材 料 种 类 、 仪 器 型 号 、 性 别 、 
地 域 等 。 定 性 因素 在 正 交 设 计 、 区 组 设计 中 都 可 以 合理 地 安排 。 在 均匀 设计 中 ， 由 于 试验 数 
据 分 析 主 要 依靠 回归 分 析 ， 因 此 ， 首 先 必须 把 定性 因素 定量 化 ， 即 将 一 个 定性 因素 表示 成 一 
个 或 多 个 虚拟 变量 ， 青 建立 含有 虚拟 变量 的 回归 模型 ， 进 行 回归 分 析 。 
下 面 举 例 说 明定 性 因素 如 何 表示 成 虚拟 变量 。 
【 例 5-5】 通过 实际 种 植 试 验 考 察 三 个 优良 稻 种 (4,44,4,) 与 产量 y 之 间 的 关系 。 试验 干 
扰 基 本 可 以 控制 。 每 个 品种 两 次 重复 (两 个 地 块 ) 的 六 个 试验 产量 y 分 别 为 897.5kg、902.5kg、 
948kg、952kg、996kg、1004kg。 这 一 简单 例子 可 以 用 “直接 看 ”或 “ 算 一 算 ” 的 方法 判别 品 
种 的 优良 程度 。 但 车 求 稻 种 4 与 产量 y 之 间 的 关系 时 ， 用 回归 方法 进行 分 析 ， 则 首先 需 将 定 
性 因素 表示 成 虚拟 变量 。 
显然 ， 六 次 试验 设计 的 水 平 列 向 量 为 (11223 3) 。 对 应 状态 因素 为 (4 4 4 4 4 4;) 。 
事实 上 可 以 认为 它们 对 应 着 三 个 特征 变量 (110000)、(001100) 和 (000011), 分 别称 为 4 
因素 六 次 试验 的 水 平 或 状态 4 、4, 、4, 的 特征 向 量 , 亦 称 为 虚拟 变量 或 伪 变 量 , 用 Z1 、2, 、 


5.5.1 ”虚拟 变 
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Z; 标 记 ， 则 有 
Zi1+2Z,+2;=1 
2Z,2);=0,i# jsi,j=1,2,3 (5-1) 
Pi 
显然 ， 这 三 个 虚拟 变量 中 只 有 两 个 是 线性 独立 的 。 设 回归 模型 为 
y=PB,+BZ+pB,Z,+e (5-2) 
式 中 ， 有 有、 及 一 一 待 估计 参数 ， 其 估计 值 分 别 为 房 、 记 、 记 ， 
2 一 一 试验 误差 ， 为 服从 N(0,c?) 分 布 的 随机 变量 。 
将 式 (5-2) 变 为 矩阵 式 ， 并 代入 具体 数据 ， 得 
897.5 1 
902.5 1 
948.0 1 
1 
1 





952.0 
996.0 
1004.0 


解 得 房 =-1000， 启 =-100， 启 Se 0.9974 ， fia(2,3) =285.7 ， 回 归 方 程 


(5-3) 











很 显著 ， 于 是 得 到 回归 方程 









=1000 1002 
由 上 例 可 看 出 虚拟 变 E24 素 如 果 某 定性 因素 有 4 个 水 平 ， 它 
可 以 用 通常 因素 水 行 设计 。 它 不 是 对 应 一 个 连续 变量 ， 而 是 对 应 
5 一 1 个 相 玉 SG 变量 。 站 


5.5.2 定性 因 > 


下 面 讨论 一 项 试验 中 试验 是 定性 因素 的 情况 。 

【 例 5-6】 对 3x2 三 个 定性 因素 4、B、C 的 试验 进行 均匀 设计 。 

因素 4 为 三 水 平 ， 因 素 B、C 皆 为 二 水 平 ， 这 是 三 个 因素 混合 水 平 的 均匀 设计 。 可 从 
UsGx22) 中 选 三 列 ， 第 1 列 对 应 4 因素 4、44、4;， 第 2 列 对 应 B 因素 有、B, ， 第 3 列 对 
应 C 因素 Cl、C,， 均 匀 设 计 方案 及 试验 结果 y 如 表 5-21 所 示 。 









表 5-21 U4(3x22) 设计 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 ai 
根据 虚拟 变量 法 ， 定 性 因素 4 对 应 三 个 虚拟 变量 Z、Z,、Z,，， 可 选 其 中 ZZ,、Z1 两 个 ; 
因素 B 对 应 两 个 虚拟 变量 Z),、2Z,,, 选 Z, 一 个 ; 因素 C 对 应 两 个 虚拟 变量 Z),、2Z,, 选 Z, 一 




















个 。 于 是 可 列 出 含有 四 个 虚拟 变量 的 回归 模型 为 
p=P+PBZu+pByZy + PruZy +BZs te (5-4) 
可 
5921 /11011 a 
646| |10 101 后 各 
550| |1 0 0 0 of | 
可 Bl+tl (5-5) 
501| |10110 攀 
608| |10011| 全 | 二 
5 (1 1 0 0 on® 8 


解 得 回归 方程 为 4 
了 =549.5-17Z -5.5Z， -8 (5-6) 
该 方程 非常 显著 ， 忆 -3573.6 ， 相 关系 数 R-1, CA 民 、 
根据 回归 方程 (5-6)， ee 乱 组 合 : 
若 记 第 i 个 定性 因素 有 4 个 状态 ， max(i,Ba…,Ba)， 车 有 U;=pB >0， 则 
第 i 因素 的 最 佳 状态 为 K 水平， 车 则 第 i 因素 的 最 佳 状态 为 b 水平。 对 上 例 ， 
车 Ul =max( 记 ，， Pa)=-5: SS 则 取 i=3 


若 U,= 记 ,=-43<0 轩 


若 U, = ee RC 


故 本 项 ES [为 (6 记 本 的 估计 值 为 


et 5 





5.5.3 ”混合 均匀 设计 


在 多 因素 试验 场合 , 有 时 还 会 遇 到 试验 因素 中 既 有 定性 因素 , 同时 又 有 定量 因素 的 情形 ， 
若 采 用 正 交 试验 设计 试验 次 数 较 多 时 ， 也 可 以 用 混合 因素 均匀 设计 。 
【 例 5-7】 对 同时 含有 两 个 定量 因素 和 两 个 定性 因素 的 12 x6'x4 x3' 的 四 因素 试验 进行 
均匀 设计 。 
试验 因素 水 平 如 表 5-22 所 示 ， 定 量 因素 用 已、 刀 标记， 定性 因素 用 4、B 标记 ,试验 指 
标 》 为 农作物 产量 





























表 5-22 因素 水 平 表 













入 (种 前 浸种 时 间 ) | 1 | 
4 (土壤 类 别 ) 
B (种 子 品种 ) 
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选 可 安排 定性 因素 的 不 等 水 平 混合 均匀 设计 表 W(12x6x4x3x33x223) ,如 表 5-23 所 示 ， 
取 其 前 四 列 安排 试验 并 得 结果 如 表 5-24 所 示 。 
表 5-23 Uia(I2x6x4x3x32x22) 





















































i 列 号 2 吕 六 
1 1 1 1 2 
2 2 1 
3 3 3 1 2 
4 4 4 2 1 
5 5 5 2 2 
6 6 6 1 1 
了 7 1 1 1 
8 8 2 1 
9 9 3 2 2 
10 10 4 1 
11 11 5 1 1 
12 12 6 2 2 

SN 

表 SX 必 混合 

KS 
1 ni 人 1 
3 STR B, 899 
4 ND® | 4 和 | 4 | 927 
5 86 Bl 1111 
6 90 Bs 1271 
了 94 B 1052 
8 98 局 1069 
9 102 B 1187 
10 106 Bs 1220 
11 110 已 1062 
12 114 B; 974 











若 考 虑 回归 模型 
y= +B Xi +P X,+pBZat+ pL + PysZ33 + BnZa t+ PrZa +e 
其 中 ， 有 如!/、Z2、Z3 为 定性 因素 4 (土壤 类 型 ) 的 三 个 虚拟 变量 ，Z41、2 为 定性 因素 B (作物 
品种 ) 的 两 个 虚拟 变量 。 
用 回归 模型 矩阵 式 , 使 用 相应 软件 可 得 房 =158.96,， 记 ,=8.54 , 记 , =12.625, 房 , = 231.09 ， 
局 ,= 208.98， 记 ,=144.45， 记 = -124.50， 记 ,= -168.875 ,相关 系数 R=0.8735 ,Fy =1.84 。 
可 见 ， 回 归 方 程 不 显著 ， 因 此 需要 进一步 考虑 高 阶 回归 项 。 











EE 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 go 
车 再 考虑 ?和 交互 作用 XX,Z,, ， 则 有 


y=bh, 二 + + AZ + p23 + p23 + puZa + BrZ4 二 局 下 + BEYX,Z3, +€ 
即 












































7T1Y/170 110001 70 0 本 
901 | 1 714201000 7 2|6 
899||17830010178 0h 号 
927 1 82 400000 82 0lp 6 
1111| |1 86 5 10010 8 0lph 6 
1271| |1 90 601000 90 6|h, 5&6 
1053| 1 9 100110 9 ol [ls, Wk 
1069| |1 98 2.0000 0 98 总 
1187| |1 102 3 1 0 0 1 0 102* PBs & 
1220| |1 106 40100 ,了 pb lo 
1062| |1 0 5001 Ny ”op |a, 
974 1 114 6 0 0 8%, 114 0 a 







解 得 NS 
y=—3898.36 "RS 2 i +101.692;; (5.8) 
-9132Z, ~ 47)60ZY 0.49X? +11083 
. 凡 17039 ,相关 系数 ; 式 (5-9) 用 分 离 变量 群 法 可 得 最 侍 状 
B,) ee Bi 


回归 方程 非常 显著 ， 
态 组 合 为 (100.13， AI 四 
/ Ta 45 


尺 ， 
5.6 均匀 试验 设计 应 用 实例 


5.6.1 汽车 翼 子 板 成 形 过 程 中 工艺 参数 的 优化 设计 


汽车 冲压 件 的 成 形 质量 受 诸多 因素 的 影响 ， 在 给 定 冲压 机 床 、 零 件 几何 形状 、 材 料 的 情 
形 下 ， 工 艺 参数 就 成 为 影响 成 形 质量 的 主要 因素 。 冲 压 过 程 的 主要 工艺 参数 有 压 边 力 、 凸 模 
运动 速度 、 摩 擦 因数 。 压 边 力 太 大 或 者 太 小 会 使 板 料 被 拉 裂 或 者 起 皱 和 拉 延 不 充分 ; 凸 模 运 
动 速度 过 大 会 使 局 部 变形 加 剧 ， 当 板 料 来 不 及 向 需要 的 地 方 流动 时 ， 就 会 出 现 局 部 破裂 ， 模 
具 和 板 料 之 间 的 摩擦 因数 也 是 影响 流动 的 一 个 重要 因素 。 

1) 工艺 参数 的 确定 

以 板 料 之 间 的 摩擦 因数 (通过 改变 润滑 条 件 来 改变 ) 、 压 边 力 、 冲 压 速度 为 工艺 参数 ， 在 
模拟 计算 设计 中 将 其 作为 因子 4、B、C， 假 定 各 因子 之 间 是 相互 独立 的 ， 根 据 经 验 和 简单 的 


Or 























理论 计算 ， 确 定 各 因子 大 概 的 取 值 范 围 。 摩 擦 因数 0.08 一 0.17， 间 隔 0.01 取 一 个 水 平 ; 
力 700 一 1600kN， 间 隔 100kN 取 一 个 水 平 ， 冲 压 速度 1 一 10m/s， 间 隔 lmAs 取 一 个 
图 (FLD) 和 厚度 变化 量 为 考核 指标 。 


板 的 成 形 极限 
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压 边 
FE. 以 











根据 文献 资料 ， 为 保证 豆子 板 在 拉 延 过 程 中 不 发 生 破裂 ， 规 定 成 形 裕 度 大 于 (等 于 ) 8%， 
同时 保证 压 边 圈 的 有 效 性 及 考虑 到 后 续 的 回 弹 影响 ， 选 择 压 边 间隙 5 <1.1t(t 为 板 料 厚度 ) ， 


确定 1.1 倍 板 


量 小 并 且 变化 












































在 此 基础 上 寻求 更 优化 的 参数 组 合 。 
2) 均匀 设计 表 的 选择 
均匀 设计 表 的 选取 需要 考虑 到 工艺 因数 的 个 数 ， 各 因素 的 水 平 数 ， 以 


本 文 主要 考察 上 述 3 个 工艺 因素 , 每 个 因素 含 10 个 水 平 。 因此 
5、6 列 。 表 5-25 和 表 5-26 为 均匀 设计 表 和 可 供 选 用 的 
明 均 匀 度 越 好 。 表 5-27 为 第 1 批 模拟 方案 和 模拟 结果 











表 5-25 均 气 代 i 
ss 








厚 的 间 队 。 为 避免 简 形 件 在 后 续 的 使 用 过 程 中 强度 不 足 ， 板 料 的 厚度 变化 应 尽 
均匀 , 选择 实际 冲压 件 的 典型 截面 线 进行 





厚度 的 测量 , 检验 冲压 模拟 的 正确 性 ， 


及 均匀 度 的 偏差 。 


均匀 Ui,(10*) 设 计 表 的 1、 


KK DD=0. 


1681, DD 值 越 小 表 

















rs =- el 

| | RY 5 5 7 5 
I 2 | 3 | s | 7 9 1 
2 & 4 Al 8 | 好 3 7 9 
3 3 oh IA 0 5 8 
4 ”| sv! | s wis 6 3 7 
5 5 | 4 | 3 1 6 
6 oA | ye 和 ly， i | 
7 3 | 0 | 2 | 5 8 4 
8 MN | ol 6 3 
9 9 Dm | sr | 3 | | 4 3 
ilw 和 lel， | ¢ | 2 I 

列 数 量 偏 差 

2 0.1125 

$ 0.1681 

4 0.2236 

S 0.2414 

6 0.2994 





3) 模拟 结果 分 析 


对 于 仿真 过 程 9 


形 裕 度 都 超过 
变化 尽量 小 的 














了 8.5%， 满 足 前 1 


i 大 于 8% 的 要 求 ， 可 认为 仿真 模拟 是 成 功 








原则 ， 选 择 第 3 次 模拟 作为 第 1 批 模拟 的 最 佳 方案 ， 图 5.5 




















极限 图 ), 采 
功 的 。 


工程 应 变 ， 从 图 上 可 以 看 到 板 料 单元 没有 超出 破裂 趋势 线 ， 


没有 破裂 的 参数 组 合 ， 成 形 裕 度 值 见 表 5-27， 可 以 发 现 ， 最 恶劣 点 的 成 


的。 考虑 板 料 厚度 
为 其 FLD 图 (成 形 
因此 认为 仿真 是 成 














1 个 


车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


表 5-27 第 一 批 模拟 方案 和 模拟 结果 







模拟 次 序 





成 形状 况 








完好 + 充分 








破裂 








完好 + 充分 








破裂 








完好 + 充分 








破裂 








完好 + 充分 








和 和 


















伏 和 
起 饭 + 不 充分 








为 了 进一步 验证 模型 仿真 分 析 
为 覆盖 件 实物 图 ， 图 5.7 为 仿真 图 ， 














I 号 线 以 圆 孔 的 中 心 为 原 








12 个 点 ; 开 号 线 以 工 号 线 的 最 后 一 
个 点 ， 共 6 个 点 ; 亚 号 线 以 开 号 线 
每 隔 50mm 取 一 个 点 ， 共 6 个 点 。 板 料 厚度 仿真 和 实测 结果 的 对 比如 图 5.8 所 示 。 

从 图 5.8 (a) 可 以 看 到 ， 计 算 值 与 试验 值 相差 最 大 的 为 距 原点 正 向 S0mm 处 ， 其 差 值 为 
0.026， 误 差 不 超 过 5%， 该 处 误差 较 大 主要 是 因为 这 一 部 位 测量 较 困难 。 因 此 要 想 更 加 真实 














地 反映 情况 ， 建 议 采 
模拟 结果 较 合 理 。 


OO 























高 精度 的 测 


次 应 变 &， 
图 5.5 FLD 图 


正确 性 , 对 该 冲压 件 进行 了 关键 部 位 的 厚度 测量 。 图 5.6 
在 图 线 标记 处 测量 厚度 。 


图 5.6 中 尖 形 对 称 部 位 为 轴线 ， 每 隔 50mm 取 一 个 点 ， 共 





个 点 为 原点 ， 距 右 侧 最 外 面 10mm 画 线 ,每 阳 50mm 取 一 
的 延长 线 外 30mm 处 为 原点 ， 距 上 侧 最 外 面 10mm 画 线 ， 


























厚 仪 。 其 余 点 的 模拟 结果 基本 和 实测 值 接近 ， 说 明 有 限 元 
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图 5.7 覆盖 件 仿真 图 


一 实测 结 灯 


-仿真 结 朵 





厚度 /mm 
时 


a a Pi i ee 





E 0% 

尝 0.86 

图 5.8(b) 
容易 测量 正确 ， 
图 5.8(c)r 

已 经 成 为 零件 


- 定 的 塑性 变 
次 仿真 模拟 是 1 
从 表 5-27 










究 中 只 考虑 


-100 0 100 0 300 400 500 


形 质量 





200 





证 离 /mm 


导 离 /mm 
(9) < (b) 


到 应 /mm 





仿真 结果 与 试 


A 有 
at 0.02mm， 该 点 靠近 转角 处 ， 不 







ed 
黑 都 低 于 仿真 值 、 苑 点 基本 一 致 ， 原 因 是 测量 的 是 一 个 实际 
盖 促 ， 修 边 、 整 形 等 工学 已经 结束 ， 在 上 述 过 程 中 ， 覆 盖 件 的 边缘 会 发 生 
和 由 此 导致 了 该 边缘 整体 厚度 的 进一步 降低 。 综 合 上 面 的 结论 ， 可 以 认为 本 
: 确 可 信 的 。 

看 出 ， 第 1、3、5、7 次 模拟 结果 较 理想 。 在 寻找 优化 组 合 时 参照 上 述 情况 ， 
E 件 的 表面 质量 ， 在 压 料 面 骨 油 ， 使 摩擦 力 降低 。 此 外 ， 由 表 可 见 ， 压 
影响 最 明显 ， 而 冲压 速度 的 影响 并 不 明显 ， 因 此 ， 在 后 续 的 进一步 研 
力 。 




















根据 前 面 和 


94 分析， 可 以 看 出 第 3 次 模拟 的 数据 最 理想 ， 安 排 如 表 5-28 所 示 的 第 二 批 模拟 


以 寻求 更 优 的 方案 。 






表 5-28 第 二 批 模拟 方案 和 模拟 结果 





模拟 结果 












































外 生 最 大 增 厚 率 (%) | 最 大 减 薄 率 (%) | 成 形状 况 
1 Gi | 12.1 26.1 | 完好 + 充分 
2 01 | 900 12.4 259 | 完好 + 充分 
3 0.1 | 1000 123 26.1 | 完好 + 充分 
4 ol | 24.1 293 | 完好 + 充分 
5 





27.6 破裂 





33.8 





15 个 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 i 
由 表 5-28 可 知 ， 在 仅 改变 压 边 力 情况 下 ,厚度 变 化 量 相对 较 大 。 当 4、B、C 分 别 为 0.1、 
900kN、1mys 时 ， 厚 度 增加 及 减 小 的 最 大 变化 率 分 别 为 12.4% 和 25.9%， 因 此 成 形 后 厚度 最 
均匀 且 厚 度 也 较 大 ， 同 时 成 形 裕 度 为 8.7%， 保 证 了 冲压 成 形 的 可 靠 性 ， 凸 缘 处 的 起 皱 也 有 一 
定 程度 的 降低 。 图 5.9 是 在 该 成 形 条 件 下 的 届 子 板 厚度 图 。 


















































厚度 /mm 





图 59 全 


S.6.2， 弹 用 航空 发 动机 性 能 试验 研究 9 


新 型 发 动机 在 研制 过 程 中 要 检验 ed - 作 能 力 的 协调 性 , 测定 各 系统 的 有 关 参 数 ， 
过 可 系统 在 旬 大 工作 时 间 内 性 能 参 和 先是 住 、 结 构 可 委 住 以 及 调 上 系统 参数 六 是 发 到 机 








性 能 指标 。 通 常 ， 完 成 这 些 工 上 : 段 是 发 动机 全能 试验 。 对 于 航空 涡 喷 、 涡 扇 发 动 
机 则 是 进行 地 面 台 ` 架 试验 ， 电 池 只 数据 获取 发 页 性 能 曲线 ， 为 发 动机 的 使 用 和 
再 设计 提供 依据 。 







弹 用 航空 发 动机 是 导 病 尿 件 ， 由 扩 芙 特 珠 的 环境 和 性 能 要 求 使 其 具有 体积 小 、 设 
计 寿 命 短 的 特点 。 人 sen 到 可 靠 的 性 能 数据 ， 这 就 需要 一 种 科学 实 导 
的 试验 设计 来 解 状 ; 
传统 的 试验 设计 手段 有 全 面试 验 和 多 次 单 因 素 试验 。 对 于 6 因素 5 水 平 的 全 面试 验 至 少 
要 做 15625 次 ， 这 是 入 不 可 取 的 。 正 交 设 计 法 ,对 于 6 因素 5 水 平 的 试验 只 需要 25 次 即 可 
tl 的 结果 , 但 对 于 10 水 平 的 试验 需要 做 100 次 , 仍然 不 能 满足 要 求 ， 而 均匀 试验 设计 
去 介 :能 成 功 地 解决 这 个 问题 
均匀 试验 设计 的 关键 和 难点 是 处 理 数 据 结 果 。 在 工程 上 ， 一 般 采 用 回归 分 析 ， 既 可 以 采 
用 线性 回归 也 可 以 采用 非 线性 回归 。 有 具体 采用 何 种 模型 要 依据 实际 试验 的 具体 性 质 来 确定 。 
对 于 具有 因素 参数 x=[1.0,m,m…zm] ， 测 量 参数 >=[27……] 的 试验 系统 ， 其 线性 


模型 为 






























































y=x:B+e (5-9) 
bn bo di pb 
起 中 ，B=| 名 ”如 “名 | 是 系数 短 阵 ，s=[s，s，-…， 忆 ] 是 误差 短 阵 。 


Bn Br Bn 
通常 ， 一 个 试验 所 进行 的 次 数 n 总 大 于 因素 参数 个 数 m ， 即 n>m ， 因 此 方程 
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= 一 
y=x:B+e 
Y=X:B+E (5-10) 
式 申 
PD Jo yn 
y Ya yn yy 
Din JPn yin 








2n 


En 
由 于 n> 方程 (5-10) 是 WAR, 可 采风 直人 记 
BY EE -YX (FEX.B) 


A /00-2 +H2X'X.B=0 
有 ls 疙 
得 NO 和 
入 B=(X"X) .X.Y (5-11) 
此 式 即 为 方程 (5-9) 所 定义 的 线性 模型 的 回归 系数 矩阵 。 

要 进行 的 是 某 发 动机 在 拟 试车 台 上 的 性 能 试验 。 对 于 该 试验 其 测量 参数 有 高 压 涡 4 
后 燃气 温度 7 、 燃 油 流量 g、 推 力 F ;因素 参数 有 模拟 高 度 有 娘 、 高 压 转子 转速 n、 模 拟 马赫 数 
M,。 因 此 ， 性 能 试验 的 目的 就 是 得 出 关系 曲线 7=f(H8，n，M,)， 式 中 Y=[T7，g，F]， 
给 发 动机 的 使 用 和 再 设计 提供 依据 。 试 验 对 各 因素 参数 的 试验 范围 及 水 平 间隔 的 要 求 列 于 
表 5-29。 


























表 5-29 各 因素 参数 的 试验 范围 及 水 平 间隔 的 要 求 

















因 素 下 限 
H /km | 0.0 11 
n/(10sr.min-!) | 46100 9 
M,/(10"') 0.4 9 














从 表 5-29 看 出 ， 该 试验 属于 多 水 平 多 因素 的 情况 。 全 面试 验 需要 891 次 试验 ， 正 交 设 计 
需要 121 次 试验 ， 都 不 可 取 。 而 用 均匀 试验 设计 来 安排 试验 ， 每 个 因素 取 11 个 水 平 ， 采 
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U1(11") 表 安 排 试 验 , 每 个 试验 重复 一 次 , 结果 取 两 次 试验 的 平均 值 , 共 需 要 进行 22 次 试验 ， 
所 取 试 验 点 及 试验 结果 如 表 5-30 所 示 。 
表 5-30 试验 点 及 试验 结果 








序号 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
因素 参数 设计 试验 点 
0.0 0.5 1.0 1 2.0 2.5 3.0 35 4.0 4.5 5.0 





48500 | 46100 | 48100 | 50100 
0.40 0.68 0.52 0.80 


n |47700 | 49700 | 47300 | 49300 | 46900 | 48900 | 46500 


Ma, | 0.64 0.48 0.76 











0.60 | 044 | 072 | 0.56 
测量 参数 试验 结果 











J 1190 1306 1166 1285 1161 1263 1140 1253 1118 1232 1335 




























gq 254.35 | 305.27 | 232.18 | 282.29 | 195.47 | 261.29 | 176.86 LIAS54 159.71 | 188.70 | 256.19 
6s nr ra 











数据 处 理 采用 前 面 介绍 的 线性 模型 ， 但 考虑 到 实 八大 机 特性 曲线 不 是 线性 的 ， 根据 
经 验 采用 因素 参数 补充 法 , 取 x=[1.0,H,H?， KR ， 了 Y=[7，g，F]， 由 式 (5-11) 可 
以 得 到 


-0.017294 195 -0.0369175 
4.46756 -0.641105 
-0.143 -0.871209 .16939 
B= sg -0. we -0.0195963 
prot x107 7 5.24661x107 
> 13.5456 人 -28.8137 
NS 16.2186 033 -34.5539 
最 终 ， 得 出 试验 结果 为 
[7, ga, F]=[1.0,H,H? n,n,M,,M? | (5-12) 


式 (5-12) 即 为 试验 用 发 动机 的 特性 曲线 关系 式 。 为 了 检验 提供 的 试验 设计 方法 及 数据 处 理 模 
型 的 可 靠 性 ， 图 5.10 给 出 了 用 式 (5-12) 得 出 厂 =0，M, =0.7 的 特性 曲线 图 ， 图 中 同时 给 出 了 
发 动机 做 五 =0，M, = 0.7 的 地 面 联 管 试验 的 试验 结果 ， 以 及 与 之 相对 应 的 误差 曲线 。 
日 图 5.10 可 以 看 出 ， 关 系 曲线 (5-12) 与 实际 试验 的 数据 相差 很 小 ， 误 差 在 3 % 以 下 。 这 
说 明 运 用 均匀 试验 设计 方法 选取 的 试验 点 具有 很 强 的 代表 性 。 所 给 出 的 回归 模型 是 合适 的 ， 
因为 采用 的 回归 模型 不 含 因 素 参数 的 交叉 项 ， 只 能 得 出 测量 参数 随 因素 参数 在 试验 范围 内 的 
独立 影响 。 在 大 多 数 实际 试验 中 ， 都 是 有 交叉 影响 的 ， 需 要 在 回归 模型 中 补充 交叉 项 。 另 外 
有 些 测量 参数 与 因素 参数 的 关系 不 是 简单 的 多 项 式 关 系 需要 补充 指数 项 、 对 数 项 或 其 他 类 型 
的 函数 关系 。 因 此 ， 不 但 要 有 一 个 好 的 试验 设计 手段 ， 还 要 有 一 个 好 的 试验 数据 处 理 手段 ， 
尤其 对 均匀 试验 设计 法 。 均 匀 试 验 设计 的 应 用 推广 将 取决 于 与 之 配套 的 数据 处 理工 具 ， 数 据 
工具 的 提高 是 均匀 试验 设计 的 发 展 方向 。 
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0.10% 





-7 0.08% 
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一 一 计算 值 
图 5.10 ”燃气 温度 T、 燃 油 流 量 g、 推 力 下 与 转速 的 关系 


5.6.3 ”柴油 机 多 变量 优化 研究 


柴油 机 的 优化 是 一 个 系统 工程 ， 不 仅 涉及 的 因素 较 多 而 且 许多 因素 间 还 存在 交互 作 月 
所 以 优化 过 程 的 工作 量 一 般 较 大 。 均 匀 试 验 设计 法 ， 通 过 合理 


“均匀 分 散 ” 的 特点 ， 
试验 。 


以 往 均匀 试验 设计 方法 在 柴 


一 一 试验 值 


n 


一 一 相对 诬 








46100 46600 47100 47600 48100 48600 49100 49600 50100 

















设计 试验 过 程 ， 使 试验 点 具有 
不 但 使 试验 的 安排 更 有 代表 性 , 而且 可 减少 试验 次 数 ， 易 于 安排 多 水 平 
油 机 上 的 应 用 多 是 针对 两 个 因 





素 ， 本 研究 对 多 因素 、 多 水 


Xe 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 ee 
平 的 柴油 机 优化 中 进行 尝试 。 由 于 台 架 试验 的 不 确定 因素 较 多 ， 所 以 先 在 发 动机 模拟 软件 上 
做 探索 性 研究 。 
现 有 多 种 成 熟 的 发 动机 模拟 软件 ， 均 具有 较 高 的 精度 和 可 靠 性 。 本 研究 采用 AVL boost 
商用 软件 对 YC4112 电 控 柴油 机 标定 工 况 转速 进行 了 模拟 计算 。 根 据 发 动机 的 结构 及 台 架 布 
置 , 建立 模型 的 框架 , 如 图 5.11 所 示 。 燃烧 室 部 分 选择 AVL MCC 燃烧 放 热 率 模型 、Woschni 
1978 传 热 模型 ， 增 压 器 选择 简单 模式 。 通 过 参数 修正 使 模拟 结果 与 原 机 接近 。 模 拟 过 程 考虑 
四 个 因素 : 喷 孔 直径 、 喷 油 压 力 、 喷 油 提前 角 和 燃烧 室 压 缩 比 对 发 动机 燃油 消耗 率 、 功 率 和 
NO 排放 的 影响 。 其 对 应 的 水 平 数 见 表 5-31。 



























































$.11 YC4G 四 气门 柴油 机 计算 模型 


表 5-31 因素 、 水 平 组 合 









































喷 孔 直径 /mm 喷 油 压力 xs /MPa 压缩 比 x 
1 0.18 145 | 17.5 
2 | 0.19 155 | 17 
3 | 0.20 165 | 
4 | 021 | 
5 | 0.23 | 
6 0.24 





























如 表 5-31 所 示 ， 各 因素 的 最 大 水 平 数 为 6、 最 小 为 2， 属 于 拟 水 平 试验 。 根 据 王 玉 方 编 

















写 的 “均匀 设计 软件 ”来 选择 均匀 设计 表 。 选 择 试验 次 数 为 最 大 水 平 数 两 倍 的 拟 水 平 设计 表 
“12x6x6x2 ”。 方 案 见 表 5-32。 
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表 5-32 试验 方案 
了 喷 孔 直径 /mm 喷 油 定时 /CA. deg 喷 油 压力 /MPa 压缩 比 
0.21 -16 145 17.5 
0.18 -12 155 17.5 
0.19 过 165 17.5 
0.20 -16 165 175 
0.23 = 145 175 
0.238 -8 155 175 
021 -16 155 17 
0.18 2 165 17 
0.19 a 145 17 
0.20 -16 145 “KAN 17 
0.23 -12 Ee 17 
0.238 -8 1 17 











软件 模拟 结果 如 表 5-33。 根 据 数学 理论 ， 低 和 合 省 绪 函 数 均 可 用 足够 高 阶 的 多 项 式 来 任意 
允 近 。 因 此 ， 对 HO 的 关系 问题 ， 不 论 其 复杂 程度 ， 选 用 多 项 
、 喷 油 压 力 和 压缩 比 为 自 变量 ， 分 别 以 功率 、 





C4X4 + CsXIX- CNMIXa + CaeXoXy 


y=co0+oX+ Ct 





式 回归 都 可 满足 要 求 。 以 喷 孔 直径 、1 
燃油 隶 和 NO, 排放 为 因 变 个 多 元 0 其 通用 式 为 





喷 孔 直径 /mn 


AAA pr 
DY 
+ CoXaX, CON Xa 


215.3757 


+CXX 十 cl 









NO (g/kW-h) 
15.60723 
12.62231 


2 
2 
a + CX 
计算 结果 


(5-13) 








159.99 
160.65 






















































0.19 218.032 8.550803 158.70 
0.20 216.7995 15.10101 159.61 
0.23 222.4278 8.456206 155.59 
0.238 225.9885 5.858623 153.14 
0.21 217.0622 14.87346 159.41 
0.18 216.1717 12.10203 160.06 
0.19 218.9951 8.155796 158.00 
0.20 217.6828 14.21768 158.96 
0.23 223.3617 8.103385 154.94 
0.238 226.9484 5.651532 152.49 


表 5-34 变量 对 

















车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 一 





使 用 最 小 二 乘法 确定 各 方程 的 系数 ， 通 过 变量 筛选 和 模型 显著 性 检验 来 获得 最 显著 的 
归 方 程 。 式 (5-14) 一 式 (5-16) 分 别 是 喷 孔 直径 、 喷 油 定时 、 喷 油 压 力 和 压缩 比 对 燃油 消耗 率 、 
NO 排放 和 功率 的 最 优 回归 方程 。 
Jr =-301.8367+ 46.08248x +15.08232x, — 0.09860813x, —2.518475x, 
+0.4943372xx, + 0.004726339xix +0.04274645xx, —0.9803589x? (5-14) 
—0.2509516x? 


加 











R’? =0.99998, FF =11271.3991> 忆 un(9,2)=19.385， 已 =8.8715x10” <0.05 
yw =637.0791—50.15x +12.26428x, — 0.35019x; —3.75876x, 


—0.37623xx, + 0.018094xixs + 0.252883xix4 + 0.91935x? (5-15) 
+0.251778x2 


有 2 = 0.99969 ,F =709.1954> F,00(9,2)=19 KY: 1.4088x103 < 0.05 
yp =546.9065—34.53947x +10.64718x, WY lx +1.731008x, 
二 0 


—0.3570162xx, —0.000735986x, 92948x,x4 —0.002152622xsx， (5-16) 
+0.7159677x? +0.1797435x? 信 、 







以 中 
根据 YC4112 些 独 机 的 实际 运行 情况 Rs 建立 以 喷 孔 直径 、 喷 油 压力 、 喷 油 定 
时 和 压缩 比 为 做 化 变 晤 ， 燃 油 消耗 率 和 放 为 优化 目标 函数 ， 功 率 为 优化 约束 条 件 ， 利 
用 数学 上 有 约束 入 非 线 性 规划 理论 建立 双 上 日 标 优 化 模型 。 结 果 如 表 5-35 所 示 。 


min Jr XXa) 


DN (M,N) 
sl.: yp-1l57<0 
154-y, <0 
18<% <24 
-20<x%<0 
150<x,<175 
16.5<x, <17.5 









表 5-35 优化 结果 
喷 孔 直径 /mm | 喷 油 定时 /CA. deg | 喷 油 压力 /MPa 消耗 率 / (g/kW-h) | NO (g/kW-h) 
0.198 -9 171.75 222.4808 4.7646 


表 5-36 是 优化 结果 与 boost 模拟 结果 对 比 。 可 以 看 出 ， 燃 油 消 耗 率 的 结果 比较 相近 ， 误 
差 不 超 过 0.46%， 而 NO 排放 的 结果 相差 较 大 ， 不 过 误差 也 不 超过 9%， 这 表明 回归 方程 的 


OO 
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拟 合 效 果 是 准确 的 。 燃 油 消 耗 率 优化 结果 的 误差 较 小 与 式 (5-14) 中 燃油 消耗 率 回归 方程 更 加 
显著 是 一 致 的 ， 证 明了 研究 中 采用 的 对 回归 方程 显著 性 检验 的 方法 是 可 靠 的 。 

表 S-36 优化 结果 与 boost 验证 结果 对 比 
燃油 消耗 率 /(g/kW-h) 
优化 结果 | 模拟 结果 
222.4808 221.4480 

















































NO (g/kW-h) 
优化 结果 | 模拟 结果 
4.9857 5.412646 















5.6.4” 直 喷 式 柴油 机 喷 油 系统 的 优化 


1) 试验 设备 与 试验 内 容 
试验 样机 为 SD195 型 单 缸 自 然 吸 气 式 四 冲 ye 缸径 为 95mm， 行 程 为 


115mm， 在 转速 为 2000r/min 时 率 为 8.9kW， 所 用 型 单 体 泵 。SD195 型 柴 
欣 烧 室 ， Ws 度 较 低 ， 而 且 允 许 涡流 变化 范 


油 机 采用 对 进 气 旋 流 不 敏感 的 浅 @ 型 
围 较 大 。 

为 了 解 喷 油 系统 对 柴 so 各 为 63mm、 深 度 为 11.6mm、 启 喷 压 
力 为 17MPa、 供 油 提 前 角 为 24” 曲轴 转角 由 不 同 油嘴 喷 孔 直径 和 柱 塞 直 径 对 发 动机 性 
能 的 影响 的 试验 。 喷 孔 直径 和 柱 叶 了 见 表 5- 37。 均匀 设计 表 中 因素 水 平 的 选取 ， 


可 以 均匀 划分 , 也 可 以 非 均匀 划分 ， 态 分 方便 3 渤 取 六 人 均 色 设计 表 Us(6x3) a 
进行 试验 。 表 中 D 是 均匀 i 
t 


表 世 (6x3*)， 则 需要 做 18 















表 5-37 油嘴 与 标 秦 因 






油嘴 孔径 六 

















柱 塞 直径 x， 
表 5-38 均匀 混合 设计 表 U6(6x3) (单位 ，mm) 
序号 x 
1 9.5(3 
2 0.32(6) 9.0(2) 
3 | 0.27(2) 8.5(1) 
4 | 0.30(5) 9.5(3) 
5 | 0.26(1) 9.002) 
6 | 0.29(4) 8.5(1) 





D 0.2361 
2) 试验 结果 分 析 
(1) 分 析 方 法 
轩 试 验 次 数 较 少 ， 均 匀 试 验 设计 的 结果 必须 采用 回归 分 析 。 迁 取 因 变 量 时 ， 考 虑 到 柱 塞 
和 油嘴 对 喷 油 量 和 油 束 的 作用 ， 实 际 上 有 面积 的 影响 和 交互 作用 ， 因 此 不 仅 考虑 了 柱 塞 和 咒 
孔 直径 的 一 次 项 ,还 考虑 了 它们 的 平方 项 和 交互 作用 项 。 然 后 以 标定 工 况 下 转速 为 2000rmin、 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 i 
功率 为 8.9kW 时 的 耗 油 率 作为 主要 评价 指标 ， 用 SPSS 统计 软件 进行 处 理 ， 选 用 后 退 法 对 
数据 表 进 行 了 回归 分 析 ， 见 表 5-39。 




















表 5-39 均匀 设计 回归 分 析 表 


































验 FY/(g/kW-:h) 
a 28 9.5 90.25 70756.00 | 242.4 
2 32 9.0 81.00 82944.00 | 251.2 
3 27 8.5 72.25 52670.25 | 248.3 
4 30 9.5 90.25 81225.00 | 247.5 
5 26 9.0 81.00 54756.00 | 240.4 
6 60762.25 252.3 
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表 539 中 ， WO es 为 回归 荣 数 的 标准 误差 ，U 为 总 体 回归 系数 ，7 为 
检验 的 结果 。 归 方程 中 的 对 开 是 较为 显著 的 ， 其 中 油嘴 喷 孔 直径 及 平方 
下 








p 绞 大 ， 村 响 也 大 。 这 是 因为 油嘴 和 柱 塞 主要 是 通过 面积 
起 作 用 。 对 加 旦 的 下 检验 大 于 oi 的 数值 ， 表 明 回 归 方程 也 是 十 分 显著 的 ， 
回归 方程 的 回归 效果 由 RR? 根据 回归 纪 果 可 以 看 到 R2 = 0.983， 相 关 程度 相当 高 。 采 用 
网 格 点 法 ， 根 据 回 归 分 析 得 到 的 回归 方程 为 
Y=22.215X, —0.352X? 一 0. 422X3 — 64.964 (5-17) 
计算 出 柱 塞 和 油嘴 的 最 佳 配合 % 与 最 差 配合 疙 : 

%,=236.6g/ (KWh) 时: x =0.26mm, %,=9.5mm: 

,=255.1g/ (kWh) 时: x =0.32mm, x,=9.5mm, 

然后 根据 回归 结果 ， 保 证 发 动机 的 其 他 参数 不 变 ， 分 别 把 柱 塞 和 油嘴 调整 到 最 佳 和 最 差 
状态 ， 做 了 2000r/min 时 的 负荷 特性 ， 结 果 如 图 5.12 所 示 。 最 差 配合 标定 点 的 耗 油 率 为 
252g/ (kW-h) ， 最 佳 配 合 标定 点 的 耗 油 率 为 239g/ (kW-h) ， 实 测 结果 与 回归 公式 的 结果 基本 是 
相符 的 。 而 且 还 可 以 发 现 ， 在 由 低 负 荷 到 高 负荷 宽广 的 负荷 范围 内 ， 最 佳 配合 的 耗 油 率 都 优 
于 最 差 配合 。 

(2) 柱 塞 直径 对 发 动机 性 能 的 影响 

图 5.13 是 样机 分 别 采 用 直径 为 8.5mm、9mm、9.5mm 的 油泵 柱 塞 时 2000r/min 的 负荷 特 
性 对 比 ， 供 油 提前 角 和 启 喷 压 力 不 变 ， 油 嘴 采 用 4x 少 0.27mm 的 型 号 。 
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5.12 ”2000r/min 时 负荷 特性 曲线 


从 图 5.13 可 以 看 到 : 随 喷 油泵 柱 塞 直径 的 增 大 ,在 宽广 的 功率 范围 内 ， 发 动机 耗 油 率 呈 现 
出 下 降 的 趋势 , 即 负荷 特性 曲线 上 柱 塞 直径 为 9mm 的 耗 油 率 比 柱 塞 直径 为 8.5mm 的 相应 值 低 ， 
而 柱 塞 直径 为 9.5mm 的 耗 油 率 比 柱 寨 直 径 为 9mm 的 低 ， 而 的 幅度 更 大 。 发 动机 排 温 大 
也 可 以 体现 燃烧 组 织 好 坏 的 程度 , 由 图 5.13 可 以 看 到 柱 蹇 饥 9.5mm 的 排 温 比 9mm 的 排 温 
要 低 得 多 ， 而 柱 塞 直径 为 8.5mm 在 标定 点 的 排 温 达 到 和 60C， 可 见 燃 烧 状 况 不 好 。 






























结构 尺寸 及 涡流 强度 的 合 
燃油 经 济 性 并 降低 排 温 。 
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图 5.13 ”2000r/min 时 不 同 塞 柱 直径 的 负荷 特性 曲线 


(3) 油嘴 孔径 对 发 动机 性 能 的 影响 

图 5.14 给 出 了 在 标定 工 况 下 ， 耗 油 率 随 不 同 油嘴 孔径 变化 的 情况 ， 试 验 条 件 是 柱 塞 直径 
为 9.5mm， 启 喷 压 力 和 供 油 提前 角 不 变 。 

图 5.14 可 以 看 出 ， 随 油嘴 孔径 不 断 减 小 ， 耗 油 率 逐 渐 下 降 ， 从 0.28mm 以 后 ， 耗 油 率 
的 下 降 趋势 变 缓 ， 均 匀 试 验 设计 的 结果 大 体 体 现 了 这 一 规律 ， 即 当 柱 塞 直 径 数值 为 常数 时 ， 
式 (5-17) 在 油嘴 孔径 范围 段 变化 的 曲线 和 试验 结果 类 似 ， 这 说 明 均 匀 设 计 是 一 种 寻求 定量 试 
验 规 律 的 试验 方法 。 
于 采用 短 螺旋 进 气 道 、 浅 @ 型 燃烧 系统 的 柴油 机 进 气 涡流 比较 低 ， 油 雾 溅 到 壁面 后 ， 
难以 组 织 有 效 的 油膜 混合 燃烧 ， 因 此 主要 采用 空间 混合 燃烧 方式 。 而 小 型 直 喷 柴 油 机 的 燃烧 
室 直径 较 小 ， 较 长 的 油 束 贯穿 距离 总 会 使 少量 油 雾 溅 到 壁面 ， 采 用 小 孔径 的 油嘴 ， 不 仅 可 加 


“© 













































































2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


强 油 束 的 碎 裂 程度 ， 而 且 可 减少 其 贯穿 距离 ， 使 之 更 易 混合 燃烧 ， 这 就 是 减少 油嘴 孔径 从 而 

















降低 耗 油 率 的 原因 。 
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图 5.14 ws 


1. 均匀 设计 有 什么 优点 ? 
2. 均匀 设计 与 正 交 设计 有 什么 区 别 ?> 

3. 均匀 设计 表 有 什么 特点 ? RS 
4 
5 





.均匀 试验 方案 设计 中 有 哪些 需 : 


9 问题 ?请 县 体 说 明 。 
J 中 的 应 用 。 站 


196 


数据 处 In 


试验 数据 分 为 确定 性 和 随机 性 的 两 类 。 mi 的 称 为 确定 性 数据 ， 
不 能 用 明确 的 数学 关系 描述 的 称 为 随机 性 数据 

确定 性 数据 由 确定 性 现象 产生 。 例 如 ， 性 范围 内 应 力 o 与 应 变 的 关系 ， 可 用 
胡 克 定律 c = Es 描述 。 这 样 一 类 各 物理 有 明确 函数 关系 的 现象 ， 称 为 确定 性 现象 。 
如 果 对 确定 性 现象 进 CR 和 试验 数据 可 重复 再 现 ， 并 可 由 已 知 的 过 去 状态 


预测 未 来 时 刻 的 量 值 。 
确定 性 数据 分 为 周期 的 的 两 类 。 周 期 于 正弦 周期 数据 和 复杂 周期 数据 ， 
非 周期 数据 包括 准 周 期 数 握 有 | ee 
内 期 数据 可 用 下 式 表 东 WS: 
乱 


XN! x()= op n=1,2,: 
其 中 ，7 为 周期 入 周期 数据 中 最 简单 的 是 正弦 数据 ， 它 的 一 般 表达 式 为 


x(1) =X sin(2npt + 0) 

















式 中 ， 久 一 一 振幅 
万 一 频率: 
由 一 一 初始 相位 角 。 
复杂 周期 数据 的 时 间 历程 和 频谱 ， 由 传 里 叶 级 数理 论 ， 可 把 任 一 周期 函数 x(/) 展开 成 若 


干 简 谐 函数 之 和 ， 它 的 基 频 帮 是 上 各 阶 谐 波 的 频率 都 是 基 频 的 整数 入,… 。 因此 ， 可 
以 把 复杂 周期 函数 看 成 由 若干 个 频率 之 比 为 有 理 数 的 正弦 波 迭 加 而 成 。 

非 周 期 的 确定 性 数据 ， 虽 可 用 明确 的 时 间 函 数 描述 ， 但 不 具有 周期 性 。 其 中 ， 如 果 它 的 
时 间 历 程 波 形 可 由 几 个 频率 之 比 为 无 理 数 的 正弦 波 迭 加 而 成 ， 则 称 为 准 周期 的 确定 性 数据 ， 
用 下 式 表达 
























































X= Sx, sin(2n/,t + 9,) 


n=l 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 os 


式 中 ， 频 率 比 - 太 _ 在 任何 情况 下 都 不 等 于 有 理 数 。 在 频谱 图 上 ， 呈 现 为 间隔 不 等 且 间 隔 之 比 








ntl 


为 无 理 数 的 离散 谱 线 如 图 本 .1 所 示 。 





Hl 非 周期 数据 的 另 一 类 型 是 瞬 变 数据 ， 例 刀 
nl | 起 de ”cospt 1=0 
0-| 0 1<0 
Dr 流 丙 FF 
就 是 一 例 。 其 图 形 如 图 I.2 所 示 。 它 的 谱 线 图 已 不 能 用 离散 





























图 工 4 准 周期 数据 的 频谱 。 线 谱 表示 ， 而 呈现 为 连续 谱 。 
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图 工 .2 瞬 变 数据 的 时 间 妃 程 和 频谱 示例 


随机 数据 由 随机 现象 产生 。 图 开 站 伏 路 耐 上行 台 时 ， 测 定 车 哥 重 直 加 速度 的 
试验 简 图 。 右 上 角 曲 线 为 加 速度 时 [8 ， 在 同一 路 段 上 无 数 次 地 重 
复试 验 ， 测 得 一 系列 加 速度 -时 闻 3 常 把 这 类 物理 现象 称 为 随机 现 
象 。 随 机 现象 的 进行 过 程 有 过 程 来 描述 。 




























图 I.3 汽车 在 起 伏 路 面 行驶 简 图 I.4 汽车 车 架 垂直 加 速度 时 间 历 程 记 录 

随机 过 程 可 按 其 随机 统计 特征 进行 分 类 。 有 关 随 机 过 程 的 概念 在 第 6 章 中 叙述 。 

-种 物理 现象 究竟 是 确定 性 的 还 是 随机 性 的 ， 往 往 难以 严格 区 分 。 如 果 对 某 一 物理 现象 
的 规律 有 了 足够 的 认识 ， 在 一 定 的 精度 范围 内 ， 可 以 用 明确 的 数学 公式 予以 描述 ， 就 可 以 认 
为 该 现象 是 确定 性 的 。 如 果 对 某 种 物理 现象 的 规律 没有 充分 掌握 ， 还 不 能 设计 一 种 试验 ， 使 
相同 条 件 下 的 重复 试验 结果 相同 ， 就 可 认为 该 现象 是 随机 性 的 。 因 此 ， 一 个 物理 现象 的 属性 ， 
取决 于 对 该 现象 的 认识 程度 ， 以 及 测试 技术 和 仪器 的 水 平 。 在 认识 的 不 同 阶段 ， 可 以 对 同一 
物理 现象 作 不 同 的 归 类 。 

本 篇 主要 讨论 随机 试验 数据 的 处 理 方法 。 其 中 ， 第 6 章 介绍 随机 过 程 的 基本 概念 ， 是 学 
习 以 后 各 章 的 基础 。 
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通过 本 章 的 学 习 ， 了 解 随机 过 程 投 概念 ; 掌握 平稳 过 程 的 特征 参数 ; 清楚 随机 过 程 
的 相关 性 、 功 率 谱 密 度 函 数 、 平 和 0 





入 教学 要 求 - =-- 4 WA 








知识 要 点 。 改作 ~ 能 力 要 求 cz > 相关 知识 权重 

a NO a 随机 过 程 的 分 布 律 、 数 字 特 

随机 过 程 掌握 随机 过 程 的 一 般 概 您 他， 站 坟 ( 吉 的) 赣 机 过 本 20% 

平稳 过 程 掌握 平稳 过 程 的 定义 及 特征 ee 经 性 .数字 | 20% 
相关 的 概念 量度、 相关 函 雪 

相关 性 了 解 随机 过 程 的 相关 性 内 涵 和 协 方差 函数 的 性 质 、 自 相关 的 15% 


应 用 、 互 相关 

自 谱 密 度 、 窄 带 和 宽带 过 程 、 
互 谱 密度 

输出 过 程 的 数字 特征 、 自 谱 密 
度 ， 线 性 变换 的 相位 分 析 

单 输入 单 输出 系统 的 响应 、 双 
输入 单 输出 系统 的 响应 、 凝 聚 | 15% 
(相干 ) 函数 





功率 谱 密 度 函 数 理解 掌握 谱 分 析 技术 15% 





线性 变换 了 解 平稳 过 程 线性 变换 的 过 程 15% 





线性 变换 在 系统 了 解 线性 变换 在 系统 分 析 中 的 应 用 
分 析 中 的 应 用 方法 








2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


6.1 ”随机 过 程 的 一 般 概念 


随机 现象 是 车 辆 工作 中 普遍 存在 的 现象 。 例 如 ， 车 辆 的 振动 ， 行 驶 时 的 环境 条 件 一 一 路 
ij 起 伏 、 零 部 件 所 受 的 载荷 、 传 动 系统 的 负荷 工 况 等 ， 都 是 随机 现象 。 即 便 被 认为 是 确定 性 
的 一 些 现 象 ， 由 于 试验 时 随机 因素 的 渗入 ， 试 验 结果 也 会 呈现 随机 性 。 
随机 现象 最 重要 的 特征 是 : 相同 条 件 下 的 一 系列 重复 试验 ， 其 每 次 试验 的 可 能 结果 不 上 

个， 试验 前 不 能 确切 预知 。 但是， 如 果 进 行 大量 重 复试 验 ， 其 结果 就 出 现 某 种 统计 规律 性 。 
随机 过 程 理论 ， 就 是 用 概率 和 统计 的 方法 ， 揭 示 随 机 过 程 的 统计 规律 性 。 

随机 过 程 是 描述 随机 现象 进行 过 程 的 数学 抽象 。 它 是 一 个 依赖 于 时 间 变 量 (也 可 以 是 

它 变 量 ) 的 随机 函数 XX(1), 对 于 某 一 个 给 定时 刻 ， a 当 t 取 值 4、 






















































































厂 、…、 和 时 ， 函 数值 头 (4)、XX()、…、X(4 ) 又 成 2 些 随 机 变量 。 所 以 ， 随 机 过 程 
是 一 侯 ( 或 无 穷 多 个 ) 随机 变量 的 集合 
随机 过 程 可 按 其 随机 ep 连续 型 随机 过 程 和 离散 型 随机 过 程 ， 








也 可 按 其 时 间 参 数 是 连续 或 离散 ， 分 为 连续 过 程 和 离散 参数 随机 过 程 ， 后 者 又 称 为 





随机 时 间 序 列 
6.1.1 ”随机 过 程 的 分 布 律 SA 
随机 过 程 的 统计 规律 ， NN 各 的 概率 分 夺 设 随机 过 程 X(D) 在 任意 给 定 的 时 
处 的 随机 变量 为 (2 简写 为 写 ， 则 定 训 <x 的 概率 为 随机 过 程 Y(D) 在 4 时刻 
一 维 分 布 函数 ， 欢 亲 
人 (6-1) 
oe se 事件 X = 的 概率 ， 为 随机 变量 X 的 可 能 值 集合 中 的 取 值 。 


一 维 分 布 函数 五 (xi30) 对 变量 x 的 偏 导数 
f= 


定义 为 随机 过 程 Y(D) 的 一 维 概率 密度 ， 记 为 /Gi; pi 
一 维 分 布 函 数 和 一 维 概率 密度 描绘 了 过 程 在 各 个 孤立 时 刻 的 统计 特征 。 例 如 ， 图 I.4 所 
示 汽 车 振动 加 速度 图 上 上， 时刻 的 加 速度 值 x 是 一 随机 变量 ， 假 定 它 服从 正 态 分 布 ， 由 概率 
论 知 ， 它 的 概率 密度 为 
Host Go 
HT 
其 图 形 如 图 6.1 所 示 。 运 用 概率 知识 ， 可 得 


Ci 











(6-2) 









































O xi 入 


1 
图 61， 正 态 过 程 的 一 维 概率 密度 POH SH De 人 




















它 表 示 汽 车 振动 时 ， 在 4 时 刻 ， 加 速度 妆 < 交 < 交 的 概率 为 PCxi < 乓 <z) (图 上 阴影 面积 ) 。 
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为 了 描绘 不 同时 刻 的 随机 变量 之 间 的 相互 关系 ， 需 要 用 高 于 一 维 的 多 维 概率 分 布 律 。 工 
程 上 ， 经 常用 到 二 维 函数 和 二 维 概率 密度 。 

设 随机 过 程 X(7) 在 给 定时 刻 # 处 的 随机 变量 为 ， 时 刻 处 的 随机 变量 为 X, ， 则 定义 
事件 钱 <x， 同 时 事件 XY, < x 的 概率 为 随机 过 程 的 二 维 分 布 函数 ， 记 为 

Er nid) = PO mx) (6-3) 

其 中 ，P(X < 和 ;总 三 x,) 为 事件 < 和 XX,< 坟 同时 发 生 的 概率 ，%、 志 分别 为 随机 变量 
XY、XX, 的 可 能 值 集合 中 的 取 值 。 同 样 ， 可 以 把 二 维 分 布 函数 五 (x,%;t1,4) 对 变量 习 、 交 的 
二 阶 偏 导数 定义 为 二 维 概率 密度 ， 记 为 























OF (mn, x;t,t) 
Orox, 


不 难 理解 ， 随 机 过 程 的 一 a 间 1 的 函数 。 


万 Ci) = (6-4) 


概率 分 布 函数 或 概率 密度 在 幅 值 范围 内 刻 划 了 随机 特征 ， 它 提供 了 随机 数据 的 各 
A 占 的 比例 。 考 察 试验 数据 量 值 
or 


6.1.2 ”随机 过 程 的 数字 特征 


分 布 函 数 或 概率 密度 虽然 完善 特征 ， 但 在 实际 应 用 中 要 确定 
并 加 以 分 析 往 往 比较 困难 。 而 许多 洋 际 问题 中 ， 往 往 5 省 了 斌 有 数据 的 菜 上 特征 数字 ， 
Te 旦 有 0 4 数字 特征 有 以 下 几 种 。 









1) 数学 期 望 m 内 


ee ~ 


E[X(N)] ji xfiCandrx (6-5) 


称 为 随机 过 程 的 集 平均 或 数学 期 望 ， 又 称 均值 ， 记 为 ms(D) 。 其 中 ， f(x;?) 由 式 (10-2) 定义 ， 
x 为 随机 变量 可 能 值 集合 中 的 取 值 。 
均值 m.(i) 表示 过 程 幅 值 的 平均 量 。 它 描绘 了 随机 过 程 的 中 心 趋势 , 随机 过 程 的 一 切 可 能 
实现 围绕 它 集 聚 和 波动 ， 如 图 6.2 所 示 。 由 图 可 知 ， 某 一 时 刻 4 的 均值 m.(n) 是 一 个 常量 , 但 
不 同时 刻 的 均值 具有 不 同 值 。 因 此 ， 随 机 过 程 的 均值 ， 一 般 是 时 间 + 的 函数 。 





















































图 6.2 随机 过 程 的 中 心 趋势 


Ee 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


2) 方差 cz(0) 





设 X(D 为 一 随机 过 程 ， 则 其 离 差 (X(D)- 几 (0 的 数学 期 望 
VEXOI= ELXO m= [7 Gm) fGenDdx (6-6) 





称 为 随机 过 程 的 方差 ， 记 作 o2(1) 。 显 然 , 方差 也 是 时 间 1 的 函数 。 它 描述 了 过 程 在 均值 周围 
的 散布 程度 。 方 差 越 小 ， 过 程 向 均值 集聚 的 程度 越 高 。 反 之 ， 过 程 较为 分 散 。 方 差 的 正平 方 
根 cv(0) 称 为 标准 差 或 均 方 根 差 。 


3) 均 方 什 y2() 
设 X() 为 一 随机 过 程 ， 则 其 平方 的 数学 期 电 反 
eo Ee SS 














(6-7) 


称 为 均 方 值 ， 记 为 yi(7) 
均 方 值 是 描述 随机 过 程 强 度 的 rae -个 重要 数字 特征 。 均 方 值 


的 平方 根 y.(1) 称 为 均 方 根 值 。 > 
均值 、 方 差 ee 特征 ， 但 它们 还 不 能 反映 随 
图 



























机 过 程 的 另 一 些 重要 特征 。 例 如 6.3 (b) 分 虽 表 示 了 两 个 随机 过 程 关 (1) 和 Y(1) 。 

和 们 大 信 上 太 有 入 同 的 哲人 和 0 Ja A 香 显 然 不 同 。X(1) 的 变化 较 平缓 ， 
而 Y() 的 变化 比较 剧烈 。、 ee < 曲 多 j 启 的 值 (1) 明显 大 于 均值， 那么 ， 

在 同一 曲线 上 记 时 多 ;区 ) 很 可 能 也 大 于 是 说 ，X(1) 在 不 同时 刻 的 值 具有 强 
烈 的 依从 关系 。, 对 也 7) ， 它 的 每 一 条 We 如 果 # 和 的 间隔 足够 大 ， 则 
某 曲 线 上 #4 Ak (1) 与 时 刻 的 值 疡 (5) ,就 没有 明显 的 依从 关系 。 由 此 说 明 , 过 程 X(1) 
与 Y(1) 虽 有 相同 的 均值 和 方差 ， 但 其 内 部 结构 却 有 很 大 差异 。 为 了 描述 这 种 差异 ， 需 要 建立 








刻 划 随机 过 程 在 不 同时 刻 间 相互 依从 程度 的 数字 特征 。 





图 6.3 具有 两 相同 均值 和 方差 的 两 随机 过 程 


4) 自 相 关 函 数 R(t,t,) 


设 随机 过 程 X(D) 在 任意 两 个 时 刻 1 、 的 随机 变量 为 (4 )、X(1)， 相 应 的 二 维 概率 密 
度 为 万 (6515) ， 则 定义 
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R(t,b)= ELX(A)X(L)]= 广 [A )dxidx, (6-8) 
为 随机 过 程 的 自 相关 函数 ， 简 称 相 关 函 数 。 
5) 自 协 方差 函数 C(t,t,) 


设 随机 过 程 *( 在 任意 两 个 时 刻 # 、 的 均值 分 别 为 m.(4) 和 wm(1,)， 则 定义 
Cl,1)= ELX(H) = mn XH)—m.(1)] 


Ho pm (6-9) 
性 [ 外 (Wm) mt) mht ) ddr, 
为 随机 过 程 的 自 协 方差 函数 。 式 (6-8) 及 式 (6-9) 中 ，x 、xx, 的 含义 同 式 (6-3) 。 
自 相 关 函 数 和 自 协 方差 函数 都 描述 了 一 个 过 程 在 不 同时 刻 芝 间 相 互 依从 关系 , 此 值 越 大 ， 








说 明 过 程 在 不 同时 刻 之 间 的 关联 程度 越 强 。 反 之 ， 过 程 的 
有 联系 。R.(t,4) 和 Ce) 的 进一步 研究 ， 将 在 第 6.3 如 

数字 特征 虽然 不 能 完整 地 代表 整个 随机 过 程 的 统 i 
特征 ， 而 且 远 较 分 布 律 易于 观测 和 运算 ， 因 而 4 


6.1.3 正 态 (高 斯 ) 随 机 过 程 Ry 
工程 实践 中 经 常 存在 一 类 特殊 
一 个 随机 过 程 X(D ,如 果 包 sme pho 志 的 ,就 称 为 下 态 随 机 过 程 
对 于 正 态 平稳 ( 见 6.2 节 ) 随 ett 值 m, 和 相关 函数 (7) ( 见 第 6.1.2 
节 ) 刻 划 。 


由 概率 论 知 ， ee 为 
1g- 志 


则 称臣 服从 参数 为 m, 、o、 pe A 其 中 ，m 及 ca, 为 蕊 的 均值 和 标准 差 。 
正 态 分 布 函数 为 


较 弱 ， 甚 至 相互 间 完 全 没 


， 但 确实 刻 划 了 过 程 的 主要 统计 
资 祭 问题 中 ， 可 以 起 到 重要 作用 。 














一 00<X<+oo 


(mu 


FOOD -> [ea 
车 两 个 连续 型 随机 变量 XX,X, 的 二 维 联合 概率 密度 为 


de 2 a gr i 2 
ye 1 _exp -1 | (a ms) 区 Mm )(2 ma in] 
276.0, -Pp’ 2(1-p') Cr OsO%, 5, 


和 为 

















一 0D< 为 <+oo, 一 < 加 <+oo 
则 称 关 ，X, 为 具有 参数 ms ,ms ,cs ,an ,p 的 二 维 正 态 分 布 。 其 中 ，p 可 见 第 6.3 节 。 
对 于 任意 个 随机 变量 的 维 联合 概率 密度 为 


fi) =— -op| 3x- m)e (x— "| 


2 I 


2 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 os 


时 ， 则 称 # 个 随机 变量 的 联合 分 布 为 维 正 态 分 布 。 其 中 ，X，m, 为 矩阵 ， 即 





于 m 
Rl | 汪 
Dr m, 
c 是 协 方差 矩阵 ， 即 
Cun Cur Cox, 
Cen Cen Cox 
= 


Crm Co Cn 


TT Seo nacam 


式 ，c” 为 c 的 逆 阵 ，(X -ms) 为 (X -ms) 的 转 置 






6.2.1 平稳 过 程 概述 小 


实际 中 ， 有 一 类 随 ， 不 仅 它 的 现在 状态 上 程 所 取 的 值 称 为 状态 )， 而 且 它 的 过 去 
状态 都 对 未 来 状态 的 佬 生 有 着 强烈 的 影响 闲 其 中 y 重要 的 一 类 就 是 平稳 过 程 。 

所 谓 平和 是 指 它 的 统计 特 们 时 间 的 推移 而 发 生变 化 的 随机 过 程 。 具体 地 说 ， 
就 是 : 随机 过 程 关 (Y ,在 任何 一 组 时 间 4,1,,…,t 的 概率 规律 与 4 +At,ty +At…,t,+At (其 中 At 
为 时 间 推 移 ， 可 取 任 何 值 ) 的 概率 规律 相同 ， 即 随机 过 程 的 所 有 维 概率 密度 有 

Ct)= fu; +Ar) 
Pmtb)= fm ,mh +Ai,t, +At) 


























(6-10) 
CD 
OD ALS + A + At) 
则 该 随机 过 程 称 为 平稳 随机 过 程 ， 简 称 平稳 过 程 。 
定义 可 知 ， 平 稳 过 程 的 所 有 一 维 概率 密度 为 
PH)= fash tAD= A (6-11) 
而 所 有 二 维 概 率 密 度 为 
famitb)= f(t + Art +Ar) 
= fn;h -nh) (6-12) 


=f(%,%;7) 





式 中 ，T=b 一 ti。 
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可 见 ， 平 稳 过 程 的 一 维 概率 度 与 时 间 无 关 ， 即 各 时 刻 的 概率 分 布 均 相同 。 二 维 概率 密度 
不 依赖 于 具体 时 刻 、t, ， 仅 与 两 时 刻 之 差 +r=1, -如 有关。 
由 此 ， 可 得 到 平稳 过 程 的 数字 特征 为 

















mu(O= | Cdr=m, = 常量 (6-13) 

aiO= 人 -mACDdr=a3= 常 量 (6-14) 

VD= | 让 hdr=Wi = 常量 (6-15) 

RD- 人 六 macioesnDdnde =RG (6-10) 

cat)= Gm mA cn) (6-17) 

上 述 诸 式 表明 ， 平 稳 过 程 的 均值 、 方 差 、 均 方 估 aa 它 的 相关 函数 及 


协 方差 是 时 移 z 的 函数 ， TS 。| 所 以 , 平稳 过 程 最 重要 的 特点 是 过 程 在 

不 同时 刻 有 具有 相同 的 统计 特征 。 

与 平稳 过 程 相反 的 是 = J 证 卫 着 时 间 的 推 珍 而 变化 . 因此 ， 均 值 、 

协 方差 等 均 与 所 取 的 时 刻 上 :有关 。 统 处 于 过 渡 阶 段 的 随机 过 程 是 呈现 非 平 稳 的 。 非 

平稳 过 程 的 研究 无 论 在 理论 上 还 是 上 都 十 众 爱 条 而 困难 。 本 书 仅 介 绍 平稳 过 程 。 
ee 这 就 是 说 ， 上 述 诸 式 的 成 


立 ， 未 必 能 保 - 率 密 度 函 数 满足 2 义 式 (6-10) 。 因 此 通常 把 仅 满足 


m,()=E| | 
由 (6-18) 


nd 平稳 过 程 。 把 满足 式 (6-10) ee 平稳 过 程 。 宽 平 
稳 过 程 不 一 定 是 严 平稳 过 程 ， 严 平稳 过 程 一 般 情 况 下 必定 是 宽 平 稳 。 对 于 正 态 过 程 ， 由 于 其 所 
及 维 概率 密度 由 均值 和 自 相关 函数 完 全 定 ， 因 而 ， 如 果 均 值 和 自 相关 函数 不 随时 间 推 移 而 
变 ， 则 各 维 概率 密度 也 不 随时 间 而 变 ， 所 以 ， 一 个 宽 平稳 的 正 态 过 程 必定 也 是 严 平稳 的 。 
实践 中 遇 到 的 随机 过 程 大 致 有 以 下 三 种 情况 : 
(1) 由 于 对 外 部 条 件 给 以 某 种 形式 的 控制 ， 在 足够 长 的 一 段 时 间 内 表现 为 平稳 的 。 
(2) 从 直观 表现 以 及 对 被 研究 对 象 的 经 验 知识 判断 ， 明 显 是 非 平 稳 的 。 
(3) 过 程 虽 不 平稳 ， 但 其 统计 特征 随时 间 的 变化 十 分 缓慢 ， 以 致 可 以 把 该 过 程 分 成 几 个 
足够 短 的 区 间 ， 而 每 个 区 间 的 过 程 可 近似 认为 是 平稳 的 。 
平稳 概念 的 引入 ， 对 采集 随机 试验 数据 的 记录 有 重要 的 指导 意义 。 如 果 被 研究 的 是 平稳 
随机 过 程 ， 那 么 ， 可 以 只 记录 任意 足够 长 的 一 段 过 程 ， 以 获取 该 过 程 的 统计 规律 。 


6.2.2 平稳 过 程 的 各 态 历经 性 


在 平稳 过 程 中 ， 如 果 对 它 的 任 一 时 间 历 程 记录 按时 间 平 均 求 得 的 统计 特征 ， 等 于 该 过 程 
集 平均 的 统计 特征 , 则 称 这 样 的 平稳 过 程 具有 各 态 历经 (遍历 ) 性 。 具体 地 说 , 就是: 设 x(t) 是 


2 人 
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平稳 过 程 X(t) 一 次 抽样 得 到 的 样本 ， 如 果 满 足 条件 


m. = ELX()]=lim | “x(Ddt 
3 Py (6-19) 
RD=ELXOXC+DI=lim [xOx(t+ rd 
To2T J0 


则 平稳 过 程 X(D) 具有 各 态 历经 性 。 如 果 随 机 过 程 不 仅 满足 式 (6-19) ， 而 且 按 集 平均 得 到 的 所 
有 统计 特征 ， 都 可 以 用 单个 样本 记录 按时 间 平 均 得 到 的 相应 统计 特征 代表 ， 这 样 的 过 程 为 强 
各 态 历 经 性 的 。 仅 满足 式 (6-19) 条 件 的 过 程 称 为 弱 各 态 历经 性 的 。 
各 态 历 经 性 在 工程 及 试验 上 的 实际 意义 在 于 不 需要 做 大 量 重复 试验 ， 只 要 根据 一 份 或 少 
数 几 份 时 间 历 程 记录 ， 就 可 以 用 按时 间 平 均 的 办 法 ， 获 得 总 体 的 统计 特征 。 
在 有 关 随 机 过 程 理论 的 数学 著作 中 ， 给 出 了 各 态 历经 性 的 充 要 条 件 ， 但 在 实践 中 ， 按 该 
条 件 对 试验 数据 进行 检验 是 十 分 困难 的 。 工 程 上 往往 采用 检验 :从 产生 随机 现象 的 
原因 和 分 析 斌 资料 入手， 首先 公设 过 程 有 各 坊 历 必 全 进行 数据 处 理 ， 如 处 理 结果 与 
实际 不 相符 ， 则 修改 假设 ， 另 作 处 理 。 
平稳 性 和 各 态 历 经 性 是 两 个 不 同 的 概念 。 素 
历经 性 指 的 是 总 体 统计 特征 可 以 用 总 体 中 的 
pr 



























: 指 的 是 总 体 统计 特征 与 时 间 无 关 ， 各 态 
章 本 的 统计 特征 代替 。 平 稳 未 必 各 态 历经 ， 
以 用 单个 试验 的 有 限时 间 记 录 样 本 获取 过 程 
的 随机 过 程 ， 一 般 都 可 假定 为 各 态 历经 的 。 





的 统计 特征 。 实 践 证 明 ， 表 示 平稳 
6.2.3 平稳 各 态 历经 过 程 的 
ty i 
NS 从 ” 

m=lim | x(D)dt (6-20) 
理论 上 记录 时 间 了 应 趋 于 无 穷 ， 样 本 的 平均 值 才 等 于 过 程 的 数学 期 望 。 实 际 上 ， 记 录 时 间 只 


可 能 是 有 限 长 ， 因 而 ， 只 能 根据 有 限 长 记录 求 出 样本 平均 值 ， 作 为 随机 过 程 数 学 期 望 的 一 种 
估计 ， 记 为 办 










y 
启 ， = | x(Ddr (6-20)， 
估计 值 疡 ,对 真 值 m, 的 误差 称 为 统计 误差 。 
2) 均 方 值 
y2= 地 | ou (6-21) 
rg 
如 = | x (Dd (6-21)， 








如 果 时 间 历 程 x(?) 表示 电路 中 的 电压 ， 而 该 电路 的 电阻 等 于 1， 那 么 相应 的 有 : 
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x(?) 的 瞬时 功率 为 妇 (D) 
xD) 的 总 功率 为 『 Cd 


xD) 的 平均 功率 为 站 这 (Dd 
7 Jo 


可 见 ， 均 方 值 与 电路 中 单位 电阻 所 消耗 的 平均 功率 具有 同一 数学 形式 。 因 此 , 均 方 值 y? 是 表 
征 过 程 强度 的 一 个 量 。 
3) 方差 














ee 
ci (x()—m,) dt (6-22) 


-人 (x(D)- id oo (6-22) 


将 式 (6-21) 及 式 (6-21) 代入 式 (6-22) 及 式 (6-22) '， 得 到 & 
ot = me (6-23) 
=9: 站 (6-23)' 


人 绍 。 
ai en 
6.3.1 We 


在 确定 性 再 He 即 对 于 一 个 变量 的 每 一 个 数值 都 有 另 
一 个 变量 的 一 可 定 的 数 什 与 之 对 应 日 是 ， 在 随机 现象 中 ， 两 变量 之 间 昌 有 物理 上 的 
某 种 联系 ， 却 并 不 具有 这 种 函数 关系 。 例 如 ， 汽 车 寿命 与 使 用 条 件 有 关 ， 使 用 条 件 越 恶 劣 ， 
寿命 越 短 。 但 寿命 与 使 用 条 件 之 间 不 可 能 用 函数 式 描述 。 像 这 样 一 些 两 变量 之 间 的 联系 称 为 
相关 关系 。 严 格 来 说 ， 对 于 两 随机 变量 ， 若 对 应 于 其 中 任 一 个 随机 变量 的 每 一 可 能 的 取 值 ， 
都 有 另 一 个 随机 变量 的 一 个 确定 的 概率 分 布 ， 则 称 这 两 个 随机 变量 具有 相关 关系 。 不 具有 这 
种 关系 的 两 变量 称 为 不 相关 的 。 

两 变量 之 间 所 以 产生 相关 关系 ， 有 多 方面 的 原因 : 可 能 是 一 个 变量 直接 接受 另 一 个 随机 
re es oe em i Wet 
同 受 第 三 个 变量 的 影响 。 总 之 ， 它 们 之 间 一 方面 存在 某 种 物理 上 的 联系 ， 另 一 方面 又 存在 着 
某 些 随机 因素 的 作用 。 

两 随机 变量 间 的 相互 联系 通常 用 相关 性 来 刻 划 。 对 于 一 个 随机 过 程 来 说 ， 分 析 过 程 在 不 
同时 刻 的 相关 性 ， 可 以 从 已 知 时 刻 的 幅 值 推断 对 未 知 时 刻 幅 值 的 影响 。 


6.3.2 ”相关 的 量度 


在 6.1 节 中 , 曾 用 相关 函数 R(t,t,) 和 协 方差 函数 C.(n,t,) 来 描绘 随机 过 程 在 不 同时 刻 的 
相互 联系 。 现 以 C(t,4) 为 例 ， 讨 论 这 两 个 数字 量 的 值 与 变量 间 相 关 程度 的 联系 。 

























































































2 人 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


(1) 如 果 两 随机 变量 卫 (4) 和 X(t,) 相互 独立 ， 由 概率 论 知 ， 式 (6-9) 可 写 为 
Chst)= ECX) -mn NX )—m.(1))] 
= E[X(1)—m.(t)]ELX(s)—m,(t)] (6-24) 
=0 
式 (6-24) 表明， 如 果 过 程 在 不 同时 刻 的 随机 变量 相互 独立 ， 因 而 两 两 不 相关 ， 则 其 协 方差 函 
数 为 零 。 
(2) 如 果 和 0) 和 X() 具有 线性 关系 ， 即 
X(D)=aX(ND)+D 
式 中 ，a、5 为 常数 ， 则 


C(t )= EX 一 mr) 
=E[(X(1)—m.(i)(aX(n)+b ee +b)] 
=aE[(X(1)—m.(n))] & 


=acx(n) A- 
淮 


另外 ， 随 机 变量 XX(1,) 的 方差 按 式 (6-6) ， $k 
ob)= 长 (0))] 


Do 六” 
加 oi(n) 
0 


当 a>0 时 
允 C(tn) = ql NG (6-25) 
当 a<0 时 ， By (4) 符 号 相反 ， 0 故 
C.(h,h)=-0.,(n)o.(t,) (6-26) 
式 (6-25) 及 式 (6-26) 表 明 ， 当 两 随机 变量 问 具 有 线性 关系 时 ， 其 协 方差 函数 的 值 等 于 两 变量 
标准 差 的 乘积 。 若 两 变量 同 相 ( 同 号 ) 相关 ， 则 C,(,P) 为 正 ， 若 两 变量 异 相 ( 异 号 ) 相关 ， 则 
C(t,b) 为 负 。 
(3) 如 果 两 随机 变量 X(4) 和 (4,) 不 具有 线性 关系 时 ， 则 数学 上 可 以 证 明 
[Cu,6)< ,0)0.0) (6-27) 
即 具有 一 般 相 关 关系 的 两 变量 ， 协 方差 的 绝对 值 介 于 0 与 乘积 co,()c.(P) 之 问 。 
以 上 讨论 表明 ， 两 变量 间 的 线性 相关 程度 ， 可 用 协 方差 (或 相关 函数 ) 的 值 来 量度 。 两 变 
量 的 依从 关系 越 密切 (线性 相关 程度 越 强 ) ， 其 协 方差 值 越 接近 于 两 变量 标准 差 之 积 ， 两 变量 
的 依从 关系 越 松 弛 ， 其 协 方差 值 越 接近 于 0。 
有 了 时， 为 了 方便 ， 可 以 用 标准 化 协 方差 函数 
Ce) 
ae()au(P) 
来 描述 随机 过 程 的 相关 性 。 显 然 ， 当 XX(4) 和 X(t,) 相 互 独立 时 ， 由 式 (6-24) 得 到 








P(ti,h)= (6-28) 
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Pillsb)=0 (6-29) 
当 两 变量 具有 线性 关系 时 ， 由 式 (6-25) 及 式 (6-26) 可 得 

(6 (6-30) 
在 一 般 情 况 下 ， 由 式 (6-27) 可 得 

IP,6)|<1 (6-31) 
可 见 ，p,(t1,) 同样 也 刻 划 了 随机 过 程 不 同时 刻 间 的 线性 相关 程度 。 





6.3.3 ”相关 函数 和 协 方差 函数 的 性 质 
平稳 且 各 态 历经 过 程 的 相关 函数 和 协 方差 函数 可 由 式 (6-10) 及 式 (6-18) 推 得 





R(T)= eg 
论 (6-32) 
至 lim= | Re 
衣 .1D=F | xd fr (6-32)， 
C.(7)=E[(X(N)-—m Tt)—m.,)] 
Ry i 
= i —m +r) m)dt 


di (6-33)" 





soe GD -ma( 
其 中 ，x() 是 过 程 的 任意 许 则 历 程 样本 ， 取 不 大 于 |7| 的 任何 数 ，7 为 样本 长 度 


ee 为 
平稳 且 各 态 历经 过 程 的 自 相 关 函 数 很 咎 狼 方 差 函 数 具 有 下 列 性 质 : 
由 式 式 (6-33) 得 1 
C.(D)=E[(X(O) -mAXG+D)-m)]= RD) -nm (6-34) 
(2) 当 r=0 时 ， 由 式 (6-32) 及 式 (6-21) 得 






及 (D=R(OD=lim 加 [MONG +0)di=w? >0 (6-35) 





由 式 (6-33) 及 式 (6-22) 得 














C.D=C,(0)=lim 加 「 (x =m Jat+0O-mJdd=a>0 (6-36) 


式 (6-35) 及 式 (6-36) 表 明 ， 过 程 的 均 方 值 和 方差 就 是 时 移 r= 0 时 的 自 相关 函数 值 和 自 协 方差 
函数 值 。 
G) 当 + 取 非 零 的 任意 值 时 
二 (6.37) 
|Colsc:) 
证 明 如 下 : 
从 过 程 的 平稳 和 各 态 历经 的 条 件 ， 由 式 (6-34) 及 式 (6-28) 得 
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R(T)=0%p.(T) tm: 
当 rt=0 时 ， 显然 有 p.(0)=1， 则 
R.(0)=02 +m 


当 为 非 零 的 任意 值 时 ， 考 虑 式 (6-31) 得 





[RD< 0? tm =R.(0) 
同 理 





CN)< oi =C.(0) 
(4) R.(r) 和 C.(7) 为 偶 函 数 ， 即 
RD= el (6.38) 
C(t)=C,(-7) 伦 
(5) 当 Fr 一 om 时 ，R(r) 一 2 ，C(r) 一 0 。 NS 


图 6.4 为 某 个 典型 的 平稳 过 程 XX(7) 的 自 相关 名 sf 








用 区 
从 图 6.4 某 典型 过 程 x(D) 的 自 相 关 函 数 
【 例 6-1】 2 = Xsin(@ot+9) 为 平稳 且 各 态 历经 的 随机 相位 正弦 波 , 求 其 自 相关 函数 。 
解 : 由 式 (6-32) 有 
及 ,(r)= Tin | Xosin(@t + 9 Xo sin(@t + OT + 9)dt 


-liml [2 -2 
= lim 7 | 2 [cosmur 一 cos(2aut+ cor+20D)]dt = 2 COS OT 


RAF 0 由 式 (6-39) 可 知 , 正弦 波 的 自 相 关 函 数 是 一 个 余 
蓄 函 数 ， 它 的 频率 与 原 正弦 波 的 频率 相同 ， 但 相位 

| + 角 的 信息 消失 了 。 这 是 因为 自 相关 函数 与 时 间 1 
关 ， 只 依赖 于 时 移 z 所 致 .正弦 波 的 自 相关 函数 图 


图 6.5 正弦 波 自 相关 图 如 图 6.5 所 示 。 
6.3.4” 自 相关 的 应 用 


(6-39) 

















下 出 





自 相关 函数 (或 协 方差 函数 ) 可 用 来 检测 随机 过 程 中 是 否 混 有 周期 成 分 。 由 上 例 知 ， 周 期 
信号 的 自 相关 函数 仍 为 同 频率 的 周期 函数 ， 但 随机 信号 的 自 相关 函数 ， 当 rz 一 吧 时 ， 
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及 (一 只 两 者 的 图 形 显著 不 同 。 图 6.6 为 四 种 典型 时 间 历程 的 自 相关 图 形 ， 图 上 不 但 可 鉴 



































别 有 和 否 周 期 成 分 ， 而 且 ， 自 相关 图 形 收敛 的 快慢 反映 了 过 程 中 频率 成 分 的 丰富 程度 。 因 此 ， 
可 用 来 初步 判断 数据 的 类 型 。 


此 外 ， 自 相关 函数 还 可 作为 分 析 功 率 谱 密度 函数 的 中 间 参 量 。 


时 间 历程 提 机 关 


xD) R(T) 
目 禾 波 jn NNNARARAAP 
上 
x(1) RA(T) 
正 络 波 加 ER 
随机 过 程 四 


x(D) NN 
窄带 随机 Rhrnaa Be 
过 各 7 FS = 
xD) > < R(T) 
宽带 随机 
过 程 > ‘ 3 
本 6.6 ”四 种 典型 历 Re 


【 例 6-2】 Pm et es oi iii 
速度 时 间 历 程 x 而 不 规则 ， 难 1 分 析 。 当 对 其 进行 相关 分 析 后 , 获得 图 6.7(b) 
可 知 


所 示 的 自 相关 ， 该 车 在 搓 板 路 上 上 行驶 时 ， 车 身上 混 有 9 一 10Hz 的 周期 信号 成 分 。 





















































xD 





四 (b) 
6.7 ”BJ-212 汽车 车 身 加 速度 时 间 历 程 及 自 相关 图 


6.3.5 ”互相 关 





实际 中 ， 有 了 时 需要 对 两 个 随机 过 程 进 行 分 析 ， 这 时 ,不 仅 需 要 研究 它们 各 自 的 统计 特征 ， 
还 需要 研究 这 两 个 过 程 之 间 的 相互 关联 程度 。 例 如 ， 研 究 汽车 操纵 性 时 ， 把 转动 转向 盘 ( 角 ) 
的 过 程 X(7) 作为 输入 ,而 把 汽车 绕 Z 轴 ( 垂 直 地 面 ) 的 角速度 变化 过 程 Y(7) 作为 输出 ,为 了 评 
定 汽车 追随 输入 指令 的 快慢 程度 ， 就 需要 对 外 (1) 和 了 (D) 进行 互相 关 分 析 。 

两 过 程 的 互相 关 程 度 可 用 互相 关 函 数 R。(r) 或 互 协 方差 函数 Cu(z) 来 刻 划 。 


























1 
ss 
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设 两 过 程 X(t) 和 Y(t) 是 平稳 且 联 合 各 态 历经 的 ， 则 定义 


R,(r)= ELX(OY(+D)]= lim 六 [wo y(t+ 7)dt 














i (6-40) 
RD = EYOXG+ N= him | y(Dx(t+ Tdt 
C(t)= EX -mY + 7) m,] 
i fao —m Vt) m,)dt = R(T)— mm, 
ToT J0 » “ (6-41) 
C(t) = EL(Y(D)—m, NX(t+T)—m.)] 
= Jr 「 oo-m Nx(1+7)—m.,)dt= AdfOs mm 
为 互 协 方差 函数 。 图 6.8 为 上 述 定 义 的 示意 。 全 
xD wy 
类 似 地 ， 定 义 
Py(7)= Se 
Ce 区 (6-42) 
人 
Pr(D=- 二 
OO, 


为 标准 化 互 协 方差 函数 。 类 似 于 自 协 方差 函数 的 证 明 ， 可 得 : 

当 X(7) 和 Y(t) 相互 独立 时 ， 有 p,,(r)=0; 当 两 者 具有 线性 关系 时 ， 有 puw(z)=+1; 一 般 
情况 下 ， 有 |pw(zj|<1。 

可 见 ， 两 个 随机 过 程 的 互相 关 函 数 和 互 协 方差 函数 ， 同 样 也 刻 划 了 两 过 程 间 在 不 同时 刻 
的 相关 性 。 

互相 关 函 数 和 互 协 方差 函数 具有 如 下 性 质 ; 

0 R,(7)= | 


R,(7)=R,(-7) 
@z 
2 








(6-43) 
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式 (6-43) 说 明 ， 互 相关 函数 与 自 相关 函数 不 同 ， 它 们 是 非 奇 非 偶 的 函数 ， 目 R(T) Re(z) 。 
对 于 互 协 方差 函数 有 

















Co(D= | 
; (6-44) 
Cx(T)=C,(-7) 
即 互 协 方差 函数 也 是 非 奇 非 偶 的 函数 。 
(2) 由 式 (6-41) 及 式 (6-42) ， 得 
R(T)=0.0,Ps(T) + mm, (6-45) 
Cs,(T)=0.0,po(T) (6-46) 


图 6.9 绘 出 两 平稳 过 程 的 互相 关 函 数 图 形 。 由 图 可 知 ，R,(7) 与 R(T) 的 图 形 不 同 ， 它 不 
一 定 在 r=0，, 而 可 能 在 某 时 移 值 r= 时 达到 最 大 值 。 说 明 这 葡 名 程 在 5 处 具有 最 强 相 关 性 。 
这 时 ， 若 p, (tw)=1， 互 相关 函数 R(t0)= asay ++mm,， [过程 在 t 处 具有 完全 的 同 相 相 
关 性 。 若 pu(r)=-1，Ru(ri)=-cxay +mm, ， 两 了 完全 的 异 相 相 关 性 。 当 为 其 他 
值 时 ， 则 







-0.0, + mm, FRY (FT) < Oo, + mm, 
由 图 6.9 还 可 以 看 到 ， 当 rt 一 w 时 ， 展 > aly [( 这 时 相应 的 Cu(r) 一 0]， 说 明 随 时 间 的 


推移 ， 了 两 过 程 的 相关 性 还 渐 碱 昱 HK。 流 
i se sd Es 









图 6.9 两 平稳 过 程 互相 关 图 
随机 过 程 的 互相 关 分 析 ， 在 工程 技术 上 有 许多 重 

















要 的 应 用 。 例 如 ， 信 号 的 检测 ， 探 测 振 源 ， 测 定 振动 We 
的 传递 路 线 ， 判 断 系统 对 信号 的 传递 时 间 ， 线 性 系统 沸 后 0.15 一 0.18s 
水 冲 响应 的 估计 等 。 
【 例 6-3】 某 汽车 以 60kmh 的 车 速 进行 脉冲 试验 ， 
以 转向 盘 转 角 XX(7) 作为 输入 信号 ,汽车 的 回转 角速度 
Y() 为 输出 ,经 过 数据 处 理 可 得 Y(t) 和 XX(1) 的 互相 关 
图 如 图 6.10 所 示 。 由 图 可 知 ,峰值 偏离 对 称 轴线 0.15 一 
0.18s， 即 输出 信号 滞后 于 输入 信号 0.15 一 0.18s。 这 一 
时 间 表 明了 该 汽车 操纵 反应 的 快慢 程度 。 

































































6.10 ” 某 汽 车 转向 脉冲 试验 互相 关 图 
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6.4 ”功率 谱 密度 函数 





相关 和 谱 分 析 是 数据 分 析 和 数据 处 理 中 的 重要 概念 。 它 们 一 方面 反映 了 数据 信号 本 身 的 
特征 ， 另 一 方面 ， 也 是 分 析 和 处 理 数据 的 重要 手段 。“ 相 关 ”， 主 要 是 在 时 域 研究 两 个 数据 ， 
或 数据 自身 之 间 的 相互 关系 ， 广 泛 应 用 于 数据 处 理 和 检测 。“ 谱 ”， 是 指数 据 信 号 的 某 些 特征 
在 频 域 随 频率 的 分 布 ， 如 幅度 、 谱 相位 、 谱 功率 谱 等 。 由 于 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 的 快速 算 
法 (FFT) 的 出 现 ， 使 得 信号 频率 的 计算 变 得 容易 实现 。 因 此 ， 谱 分 析 技术 在 现代 科学 的 很 多 
领域 都 获得 了 广泛 的 应 用 。 

随机 过 程 的 分 布 率 和 相关 性 ， 各 汉 用 从 扩 91 和 加 但 是 ， 
























































实践 中 经 常 需要 了 解 过 程 的 频率 结构 。 为 此 , 可 运用 传 里 叶 变 对 间 函数 转换 为 频率 函数 ， 
以 分 析 过 程 在 频率 域 上 的 统计 特征 。 


6.4.1 自 谱 密度 


由 平稳 的 概念 知 ， runt Th onen rs, 于 是 ， 傅 里 叶 变换 的 条 件 
式 (1-15) 不 被 满足 , 不 能 对 x(7) 直接 进行 人 换 。 但 是 , 考虑 到 随机 过 程 的 相关 函数 R,(z) 
间接 地 给 出 了 过 程 的 频率 信息 ， 且 当 鸭 值 mx = 0 [ 若 不 为 零 , 可 对 丈 (0) 进行 中 心 化 , 使 


m, =0] 时 ， en .ar < oro, 可 以 通过 对 Rs(z) 的 傅 里 叶 变 
换 ， 来 获取 平稳 过 程 的 频率 信息 


设 旦 的 自 相 关 溺 数 为 R.(r)， 均 值 翅 \sz0 ， 则 定义 R,(7) 的 傅 里 叶 变 换 为 平稳 过 程 
的 自 功率 谱 密度 ,r 简称 目 谱 密度 ， 记 作 即 
上 


2、 S$,(/)= 入 R.(r)e dr (6-47) 











RD= | SN ed (6-48) 
自 谱 密度 的 主要 性 质 如 下 。 
1) S,(/) 是 一 实 、 偶 函数 
将 式 (1-7) 代 入 式 (6-47), 得 
SN= 人 R(T(cos2nf rjsin2nf r)dr 
考虑 到 R.(r) 、cos2xyr 为 偶 函 数 ，sin2xyr 为 奇 函数 ， 则 [RDsin2wrdr=0， 于 是 上 式 
[简化 为 





=| 


六 (内 = 三 R,(r)cos2n/rdr=2 | R(t)cos2nfrdr (6-49) 





| 


| 见 ，S.(7) 为 一 实 、 偶 函数 。 
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同 理 ， 有 
R(T)=2 [sd f)cos2nfrdf (6-50) 


2) 5S,(/) 的 物理 意义 
当 r=0 时 ， 式 (6-48) 变 为 
R.(r=0)= [sD (6-51) 
式 (6-51) 与 式 (6-35) 比较 ， 显 然 
只 = 三 SODdy (6-52) 
式 (6-52) 说 明 , 平稳 过 程 的 均 方 值 y? 等 于 自 谱 密度 


SC7) 出线 与 了/ 轴 所 围 的 图 形 的 面积 ， 如 图 6.11 所 < 
示 。 可 见 S.(/) 反映 了 过 程 的 均 方 值 对 频率 的 变 将 - 
率 ， 故 5S.(/) 又 称 为 均 方 谱 密度 。 由 前 文 可 知 ; 


方 值 有 平均 功率 的 含义 ， 那 么 ， a on 
带宽 度 内 的 功率 。 所 以 自 谱 密 度 表征 的 功率 图 611 gx 与 $.(/) 的 关系 


按 频 率 的 分 布 规律 。 


3) 单 边 谱 与 双边 谱 的 ; :A 
式 (6.52) 中 频率 可 从 Ca 人) 内 变化 。 考 中 到 漓 剑 上 的 现实 可 能 ， 经 常 采 用 只 取 正 频率 
的 单 边 功率 谱 G.(Z7 税 念 , 即 并 


NX l yy ”和 


三 疏 Gu df (6-53) 


单 边 功率 谱 也 是 描述 均 方 值 对 频率 的 变化 率 ， 但 它 仅 对 正 频率 存在 ， 是 物理 可 实现 的 。 为 了 
区 别 ， 把 式 (6-47) 定义 的 5S.(7) 称 为 双边 功率 谱 。 
单 边 谱 与 双边 谱 的 关系 可 由 式 (6-52) 导 得 。 由 S.(7) 的 偶 函数 性 ， 式 (6-52) 可 写 为 


y=2] SD (6-54) 


























与 式 (6-53) 比较 ， 得 
GN)=25,()=4| Reos2mfrdr 




















反之 
R.(r)= [cx f)cos2nfrdf (6-56) 
0 六 AN 
式 (6-55) 说 明 ， 单 边 功率 谱 的 量 值 等 于 双边 谱 的 两 倍 。 2 
凤 6.12 表示 单 边 谱 和 双边 谱 的 数量 关系 。 qd 7 


图 6.12 单 边 谱 与 双边 庶 的 数量 关系 


Ee 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


6.4.2 ”窄带 和 宽带 过 程 


窄带 过 程 的 自 谱 密 度 仅仅 占据 频率 轴 上 很 窄 的 一 段 范围 ， 它 是 实际 应 用 中 常 遇 到 的 一 类 





























二 


信号 。 
现 分 析 窒 带 过 程 的 均 方 值 及 相关 函数 。 
设 某 平 稳 过 程 的 自 谱 密 度 在 | 用 -| 及 | 范围 内 等 于 常数 5, , 在 其 他 频率 范围 内 为 零 [图 6.13 (c)]。 
显然 这 是 一 个 窄带 过 程 。 
按 式 (6-54)， 有 








y=2| S$. =25,(—f)=R.(r=0) (6-57) 
按 式 (6-50)， 当 tz0 时 ， 有 


R(t)=2|" Ss.)eos2nfrdf = 2 se 


= cosn(/, + fi)rsin 
nT 


(6-58) 





式 (6-57) 及 式 (6-58) 说明， ap < 
小 ，R(z) 的 值 主要 取决 于 cosr( 万 + Ry 0 处 ，R,(r=0) 有 最 大 值 ， 随 着 7 的 增 大 ， 
im 本 人 带 ， R,(z) 是 余弦 减 幅 曲线 ， 可 以 推 知 ， 该 过 程 
的 时 间 历 程 是 一 ME Bs 上 等 幅 波 13 (a) ] 。 


a 


一 余弦 减 幅 曲线 [因为 与 的 间隔 很 





(9 
图 6.13 S.(/) 为 常数 的 窄带 过 程 


宽带 过 程 的 自 谱 密 度 在 频率 轴 上 占据 较 宽 的 频带 。 它 的 时 间 历 程 是 此 频带 内 各 阶 频率 谐 





量 相 迭 加 的 结果 ， 如 图 6.14 所 示 。 比 较 图 6.13 和 图 6.14 可 以 看 出 ， 窒 带 过 程 只 固定 频率 ( 频 
率 变化 范围 小 ) 市 幅 值 是 变化 的 , 宽带 过 程 的 频率 和 幅 值 都 在 较 大 范围 内 变化 , 且 不 重复 出 现 。 
在 宽带 过 程 中 ， 有 一 类 被 称 为 白 噪声 的 过 程 在 实用 中 具有 重要 意义 。 


Ox 






















































































x(D) 


(a) 
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让 
Ss 
”A 


(b) 


图 6.14 S.(/) 为 常数 的 宽带 过 程 































































一 个 宽带 平稳 过 程 ， 如 果 它 的 均值 为 零 而 自 谱 密度 为 非 零 的 常数 ， 且 其 频带 充满 整个 频 
率 轴 时 ， 即 
5S.(f)=5, (~-%<f <+%) (6-59) 
则 称 该 过 程 为 白 噪声 过 程 ， 简 称 白 噪声 。 白 噪声 取 名 于 白光 的 媚 洲 分 析 ， 因 为 白光 具有 均匀 
不 变 的 光谱 之 故 。 利 用 65- 函数 的 傅 里 叶 变 换 式 (1-30) ， et 
声 的 相关 函数 为 Se 
R(T)= 人 Sep"d=s6a NE 60) 
式 (6-60) 表明， 白 噪声 的 自 相关 函数 是 一 的 5- 函 数 ， 
如 图 6.15 所 示 。 由 5 -函数 的 性 质 忆 声 过 程 的 均 方 值 
好 =Rr=0)= 本 相关 。 0 fF 
实际 运用 中 ， 如 果 已 知 基 基 相关 函数 R、 ) ， 图 6.15 “和 白 噪声 的 自 相关 
其 中 8 为 大 于 零 的 常数 风 0 29)， 4 
Rner 人 $f oer-s, (6-61) 
可 见 该 过 程 为 ie 
ee ! 上 有 许多 应 用 。 任何 实际 存在 的 随机 过 程 ， 其 能 量 ( 均 方 值 ) 不 
可 能 无 限 大 ， 所 以 白 噪声 仅仅 是 一 个 理论 上 的 概念 。 实 用 中 ， 如 果 一 个 宽带 过 程 在 比 实际 考 
虑 的 有 用 频带 宽 得 多 的 范围 内 具有 较 平 坦 的 谱 密度 ， 则 可 把 此 过 程 近似 看 成 是 白 噪声 。 
6.4.3 ， 互 谱 密度 





设 R,(r) 和 RR,.(7) 是 两 平稳 随机 
叶 变 换 





过 程 XX(1) 和 Y(7) 的 两 个 互相 关 函 数 ， 则 定义 它们 的 傅 


SuCD= | Re dr 


为 X(t?) 和 Y(7) 的 互 功 率 谱 密度 函数 ， 





Kx (6-62) 
SnCD= | Re dr 
简称 互 谱 密度 或 互 谱 。 互 谱 的 传 里 叶 逆 变换 为 
RD= | Sof ed 
Se. (6-63) 


Rs (7 


)= | SODePwdy 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


根据 经 典 的 傅 里 叶 变换 原理 ， 必 须 满足 
站 Raolar<a 


上 Rs(rjldr<a 





时 , 才能 进行 变换 。 由 此 ， 当 rt 下 ww 时 ，X(7) 和 Y(t1+7) 或 Y(7) 和 X(t+7) 必须 不 相关 ， 且 mm 
或 m, 之 一 为 零 时 ， 式 (6-63) 才 能 成 立 。 
由 于 R,(r)=R,.(-r)， 并 考虑 共 轿 复数 的 概念 ， 由 式 (6-62) 不 难 证 得 
Sy(f)=5,(7) 
San(f)=5,(7) 


式 中 ，S,(f)、S,.(/) 分 别 5,(f)、S,.(/) 的 共 思 谱 密度 伦 
对 于 互 谱 ， 也 采用 类 似 单 边 自 谱 G.(/) “ i G,(f) 与 5,(7) 


的 关系 为 
CuCD)=2Sw(/ AS (6-65) 


并 可 由 式 (6-62) 得 NS 
G6.)=2[ aS i 
(r)cos 2wrar- 竹 (rT)sin2nfrdr (6-66) 
2 = (DN-iB, Nx 3 
从 旅人 
4,(f)=2 三 R, (rT)cos2nfrdr (6-67) 























(6-64) 





式 中 入 
是 复数 Gu(] 的 实 部 ， 称 为 共 谱 密度 函数 。 它 是 了 的 实 值 偶 函数 。 


B8,(/)=2| Rs (Dsin 2nfrdr (6-68) 








是 复数 G,(/) 的 虚 部 ， 称 为 重 谱 密度 函数 。 它 是 7 的 实 值 奇 函 数 。 
S,(/) 或 G,(/) 也 可 用 复数 极 坐标 形式 表达 。 按 复数 的 几何 表示 规则 ， 可 写 为 
Su(1/)=|Ss(CAe 0， Co<y<a) 
Go/)=|caCe (0<f<%) 




















(6-69) 


其 中 ， 复 数 的 模 








(6-70) 


GO- 有 
[Gs N= ED+B NN) 
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称 为 互 振幅 谱 。 复 数 的 幅 角 

B,(7) | 

也 (6-71) 

二 四 | 

称 为 相位 谱 。 互 振幅 谱 和 相位 谱 都 是 频率 的 函数 。 
总 之 ， 两 平稳 随机 过 程 六 (1) 和 Y(7) 的 谱 特 性 可 以 用 三 个 函数 S.(f)、5,(f)、S,(/) 或 

四 个 函数 S.(f)、5S,(/)、4,(/)、B,(/) 来 描述 。 





0,(f)= | 














6.5 平稳 过 程 的 线性 变换 





出 也 必定 是 一 个 随机 过 程 。 线 性 变换 理论 用 来 研究 线性 随机 输入 下 的 响应 特征 。 数 学 
上 可 以 证 明 ， 对 于 一 个 线性 系统 ， RM, 那么 其 输出 也 
是 一 个 平稳 各 态 历经 过 程 。 本 节 在 此 前 提 下 ,研究 输 侧 过 程 的 统计 特征 。 


6.5.1 输出 过 程 的 数字 特征 > 
图 6.16 所 示 为 一 线性 系统 在 随 ri 输入 X() 及 输出 Y() 均 为 平稳 各 态 历经 
过 程 。 图 中 ，3(D ，x(1) ，…;，NeQ 是 (1) 的 样本 1(D) (1) ，…， (0) 是 Y(t) 
的 样本 函数 ， Ho) 和 万 (/) 倪 绎 线 竹 系统 的 脉冲 哆 区 春笋 和 频率 响应 函数 。 
We 
Ne | 局 样本 1 
X(t), p(n), 
Yt 样本 2 


wl) pl) 
六 由 和 样本 


图 6.16 系统 在 随机 输入 下 的 响应 





实际 工作 中 ， 许 多 系统 是 在 随机 条 件 下 工作 的 。 we -个 随机 过 程 ， 而 输 











1) 均值 
运用 式 (1-74) ，Y() 的 均值 为 
-EDOI- 吉 MX ed 


= ELXG -ar 


2 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 





因为 m, = ELY(D)]= ELx(t 一 ?= 常数 ， 故 
m, =m, [hlr)ar (6-72) 











式 (1-81)， 当 /=0 时 ， 有 








H(f =0)= [Yar = 常数 





F 是 

m, =E[Y(1)]=m.H(0)= 常 (6-73) 
式 (6-73) 表明 ， 在 所 设 条 件 下 ， 平 稳 过 程 的 均值 经 线性 变换 后 仍 为 常数 ， 它 等 于 输入 过 程 的 
均值 乘 系统 在 了 = 0 时 的 频率 响应 函数 。 

















2) 自 相关 函数 伦 
运用 式 (1-74) 得 Y(/) 的 自 相 关 函 数 为 全 


R,(r)= E[Y()Y(t+7)] 
=| [hd x) co] 
= 广 [A EB (1 X(t+r-t))] dd 


因为 E[X(D)X(t+7)] 是 X(7) 关 函数 R(T) ， 
~ Xe +) 
代入 上 式 , 得 到 ”2 NS 
全 RD= 人 + RR dtd (6-74) 


式 (6-74) 表 明 ， 人 在 所 设 条 件 下 ， 平 稳 过 程 的 自 相 关 函 数 经 线性 变换 后 仍 是 时 移 r 的 函数 ， 而 


与 时 刻 1 无 关 。 
式 (6-73) 和 式 (6-74) 也 间接 地 证 明 ， 平 稳 过 程 ( 宽 ) 的 线性 变换 仍 为 平稳 过 程 。 
3) 均 方 值 
当 r=0 时 ， 式 (6-74) 可 写 为 


好 =RO= 人 全 RC-OCDMGdrda (6-75) 
即 线性 变换 后 的 均 方 值 仍 为 常数 
6.5.2 ”输出 过 程 的 自 谱 密度 
对 式 (6-74) 两 边 进 行 傅 里 叶 变 换 ， 得 
5,(/)= | [Ean Rt + mar eer 





=| dn R(tr-t +t)e Ydr Ih ht) de 
[A ] 
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令 T'=T 一 台 +#， 则 r=T'+ 台 如，dr=dr 代入 上 式 ， 得 
SD= nea | he ds | RC)e dr 


=H(A)H(N)S.(7) 


(6-76) 


或 
5,(7)=|IHOOF S07) (6-77) 
式 中 ，5.,(/) 一 一 X(n) 的 自 谱 密度 ; 
及 (/) 一 一 系统 的 频率 响应 函数 : 
甩 0) 一 一 五 (7) 的 共 罗 复 数 ; 
|#(7) 一 复数 及 (7) 的 模 ，|H(f)=4(f)+B*(1)。 
式 (6-77) 表明， 平稳 过 程 经 线性 变换 后 ， 其 自 谱 密 度 程 的 自 谱 密度 乘 以 系统 的 
增益 因子 | 及 (7 的 平方 。 SS 
6.5.3 ”线性 变换 的 相位 分 析 


式 (6-72) 一 式 (6-77) 给 出 了 so 关系 ， 没 有 给 出 变换 


前 后 的 相位 关系 。 为 此 ， 需 分 析 两 过 程 j 关 函数 和 互 谱 密度 。 


1) 互相 关 函 数 Ne 
考虑 式 (1-74)”，X(1) 与 8&6 的 他 相关 函数 为 


及 0 Yli+r)]=E| Xx( XU+r- mar| 
A “netxon le NR,(r 1) dr (6-78) 
入 ， =h(T)*R.(T) 


即 X(W) 和 Y() 的 互相 关 函 数 等 于 不 CD) 的 自 相关 函数 与 系统 脉冲 响应 函数 的 卷 积 , 它 隐 含 两 过 
程 的 相位 信息 
2) 互 谱 岂 度 
对 式 (6-78) 两 边 进 行 傅 里 叶 变 换 ， 并 利用 傅 里 叶 变 换 的 卷 积 定理 [ 式 (1-23)]， 得 
SuCD)= | [DO* Re dr= AH)S.() (6-79) 
即 苞 (0D) 与 (CD 的 互 谱 密 度 等 于 X(7) 的 自 谱 与 系统 频率 响应 函数 之 乘积 。 式 (6-79) 实质 上 包含 
对 等 式 ， 由 于 S.( 了 /) 是 实 值 函数 ， 所 以 有 
|S, N=I#0N)S.07) 
$1)=0(N) 

















(6-80) 





式 中 ，|S,(7)| 一 一 S。(7) 的 模 ; 
办 ( 门 一 Sas(1) 的 相位 角 ; 
YU 有) 一 一 HH(7) 的 相位 角 。 


20 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 mm 


可 见 式 (6-79) 同时 包含 了 幅 值 和 相位 的 信息 ， 较 完整 地 描述 了 X(n) 与 Y(1) 的 相互 关系 。 
又 根据 式 (6-64) ， 有 





S,(f)=5,(f)=H(/)S.(7) (6-81) 
其 中 ，|5%0 有 | 及 HO) 分 别 为 S$,(/) 及 H(7) 的 共 罗 。 把 式 (6-79) 与 式 (6-81) 相 除 ， 得 到 


Su(N)_ HO -pw 
Sa(f) H(A) 
式 (6-82) 确 定 了 频率 响应 函数 五 (了 ) 的 相位 角 8(7) ,是 试验 法 测定 线性 系统 相 频 特性 的 依据 。 








(6-82) 





6.6 ”线性 变换 在 系统 分 析 中 的 应 用 





平稳 过 程 的 线性 变换 理论 ， 是 分 析 随 机 输入 下 ， Rh 


6.6.1 单 输入 单 给 出 系统 的 响应 WU 


单 输出 的 线性 系统 ，h(r) 和 太 ( 了 /) 分 别 为 








地 和 -该 系统 函数 和 频率 响应 函数 。 如 果 系 统 受到 平稳 过 
程 


图 6.17 单 输入 单 输出 系统 二 
实践 中 ， 当 采用 试验 法 全 
(1) 已 知 系统 动态 特性 通关 
(2) 已 知 系统 动 窟 特性 ， 通 
(3) 通过 测定 激励 和 响应 (或 给 SR 
【 例 6-4】“ 几 人 21 所 示 力 输入 -位 移 输入 的 线性 系统 ， 若 已 知 答 入 力 X (1) 为 白 噪 声 ， 其 
自 谱 密度 8,(C7)=S (常数)， 求 输出 Y(7) 的 自 相关 函数 、 均 方 值 和 自 谱 密度 。 
解 ， (1) 7(o) 的 自 谱 密度 
由 1.5 节 例 1-8 知 ， 该 系统 的 频率 响应 函数 的 模 为 
#0 


(42) +(264) 
代入 式 (6-77) ， 得 输出 了 (7) 的 自 谱 密度 为 
. ml So /大 
5,(7)=|H(N) SN- A Oa 
(2) YQ) 的 自 相 关 函 数 
从 式 (6-50)， 得 Y(7) 的 自 相关 函数 为 


R,(r)=2 b S,(f)cos2nfrdf 


Se 一己 6 器 
= cos(2r JI-< Ot ea cl) 
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(3) 了 YQ) 的 均 方 值 
上 式 中 当 r=0 时 ， 即 得 均 方 值 


Sony, 
?=R,(r=0)= 4 
WY»=R,(r )= 4 








6.6.2” 双 输入 单 输出 系统 的 响应 


如 果 线性 系统 同时 经 受 两 个 互相 独立 的 平稳 过 程 x jn 
X(t) 和 XX,(1) 的 激励 ， 并 具有 总 的 输出 Y(z) ， 如 图 6.18 所 se < 




















示 。 按照 线性 系统 的 可 加 性 原理 ，Y() 可 分 别 按 式 (1-149) ep 证。 mo 一 中 Ww 

















算出 相应 于 X(t) 和 XX,(7) 单独 作用 时 系统 的 输出 7X(1) 和 - 
(1)， 然 后 相 加 得 到 。 即 2 双 输 入 单 输出 系统 


Y(D)=Y(D+%() 
涛 也 您 eh (6-83) 
=| nOX + | VE a 


Y(t+7)=Y(t+7)+ E(t+7) 
= oem [AG AG A 


式 中 ， Ws 2(?) 所 作用 的 燕 本 系统 的 脉冲 响应 函数 ; 
YQ) 一 一 整个 出 。 


F 面 讨论 总 输出 (的 绕 读 特征 。 WA 
1) 自 相关 函数 :入 _ NS 
NB = E[Y(DY(t+ KE 


CO A MD A 











(6-84) 





+ A Xa | hl) Xt rAd 
+ OX | hE Xt rAd 
+ bX | hl) Xt+ rte | 
考虑 到 
R(T +t)=E[X(t- X(t+r -st))] 
R(T +t)=E[X( -X(t+r—t)] 
R(T-t +H)= E[X(-t X(t+r -6t)] 
R.(r—B+0)=E[X,(t -A) X(t+r—t))] 
式 中 ，R,(r- 友 +) 和 R(T 一 如 + 加) 分别 为 天 (1) 和 XX,(1) 的 自 相关 函数 ; 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


R(T 一 召 + 如) 及 R.,(r 一 如 +) 分 别 为 XX,(1) 和 XX,(n) 之 间 的 两 个 互相 关 函 数 。 在 所 设 条 
件 下 有 








1 

tH 
各 
[3 
声 
Ea 


的 自 相关 函数 可 简化 为 


Rr)= 人 RR, Cr +d 
了 (6-85) 
+ 全 mR Cr- td 


可 见 ， 双 输入 单 输出 系统 的 总 输出 的 自 相关 函数 依然 是 时 移 r 的 函数 ， 它 通过 系统 的 脉冲 响 
应 函数 与 系统 的 两 个 输入 XX,(1),X,(7) 的 自 相关 函数 相 联系 。 


2) 自 谱 密度 诊 
根据 传 里 叶 变 换 性 质 1 及 式 (6-.77) ， 立 刻 可 得 y(0) ee 
5S,(1)=5, CD+S CD=| 所 CS; 
式 中 ，S (AS (和 门 一 00 和 闷 (D 的 自 谱 密 朋 
SS 一 0 和 六 OO 的 际 昌 度 ， 
[EOFAN— X00) A x 用 的 基本 系统 的 增益 因子 。 
3) 互 谱 密度 ~ 


为 了 导出 (1) 与 hs wail ei ， 
:要 
PK 


PF Sf) (6-86) 






由 式 (6-84) 知 2 从 


R,,(r) (OY(+ 7)] 
=E| XO MX tet | hl Xe+ -tae| 


= GER OX tr + [hELX OX + eA) (6-87) 
[hE)R, ra) 和 全 oOR Gd 
=h (7)* Rs (z)+ 万 (z)* Rs (IT) 
式 中 ，Rss(D 一 一 冯 (O 与 刀 (0 的 互相 关 函 数 ,在 所 设 忆 (0) 与 和 (0 相互 独立 的 条 件 下 ,， 则 有 
R,,(T)=h(7)*R, (7) (6-87)" 


对 式 (6-87) 两 边 进行 傅 里 叶 变换 ， 并 运用 傅 里 叶 变 换 的 卷 积 定理 ( 见 式 (1-23))， 可 得 针 (7) 与 
Y(D 的 互 谱 密度 











SN)=H(NS, (N+ HS (7) (6-88) 
式 中 ，S,.(/) 为 和 (D) 与 XX,(1) 之 间 的 互 谱 密 度 ， 在 所 设 条 件 下 ， 有 S,,(/)=0。 
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于 是 

SN = HN)S, 7) (6-89) 

式 (6-85) 一 式 (6-89) 给 出 了 双 输入 (互相 独立 的 ) 单 输出 系统 的 输入 -输出 关系 ， 是 分 析 研究 这 
类 系统 的 重要 理论 依据 。 

对 于 多 于 两 个 以 上 的 多 输入 线性 系统 , 其 输入 -输出 关系 可 仿照 上 述 推演 , 得 出 相应 的 结论 。 


6.6.3 ”凝聚 (相干 ) 函数 


实际 系统 对 信号 进行 线性 变换 过 程 中 ， 必 然 会 引入 干扰 。 例 如 ， 图 6.19 上 ， 系 统 地 输入 
端 和 输出 端 分 别 接 一 个 测量 仪表 ， 由 仪表 4 测 得 输入 信号 x(D) 是 由 真实 输入 信号 u(t) 和 随机 
测量 误差 xD 合成 ， 而 表 读 输出 信号 y(D 是 由 真实 输出 信号 v(1) 和 随机 测量 误差 z(7) 合 
显然 ，x(1) 及 y(?) 并 非 系统 实际 的 输入 及 输出 信号 。 为 了 估计 测量 精度 ， 需 要 判断 输出 量 的 
测定 值 y(7) 中， 有 多 大 ee 
































- 般 来 说 ， 如 果 一 个 系统 有 多 个 输入 ， 当 需要 判 一 个 特定 输入 所 引起 的 输出 在 
总 输出 y(D) 中 所 占 的 比重 时 ， 都 可 运用 凝聚 分 析 的 
为 了 下 面 叙 述 的 方便 ， A 
的 mxD 、nm'(7)、z(7) 等 统称 为 “ 


现 分 析 最 简单 的 情况 : 仅 在 输出 * os i 
并 假定 z(7) 与 系统 真实 输出 su 相互 独立 。 表 


读 输出 信号 y(?) 由 真实 信号 vl 2(?) 合成 ， 即 0 ” 
RE) 


图 6.19 具有 测量 噪声 的 单 输入 


















y(t) 的 自 相关 函数 为 
外、 R,(D= We 
XX =E[@() HO r+ a(t+7))] 
=R(T)+R, (rT)+ R(T)+R(r) 
式 中 ，R,(7) v(1) 的 自 相 关 函 数 ; 
R(T) z(1) 的 自 相关 函数 ; 
R(T7),R_(T) 一 一 分 别 为 z(1) 与 v(?) 的 两 个 互相 关 函 数 。 
按 所 设 条 件 ， 有 R,(r)=R-(r)=0， 故 
R,(r)=R,(r)+ R(T) 
对 上 式 两 边 进行 傅 里 叶 变 换 ， 并 考虑 式 (1-16) 及 式 (6-77) ， 得 到 y(1) 的 自 谱 密度 
SCD)=|ECO SN)+5.(7) (6-90) 
式 中 ，S.(/),S.(7) 一 一 x(?),z(i) 的 自 谱 密度 。 
y(t) 和 xi) 之 问 互相 关 函 数 为 
R(t)= ELX(DY(t +7)] 
=E[X()v(t+7)+z(t+7)] 
=Ru(rD)+R-(D 
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车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


按 所 设 条 件 ， 有 R_(r)=0， 则 
R,(r)=R,(7) 
对 上 式 两 边 进行 傅 里 叶 变换 ， 并 考虑 式 (6-79) 及 式 (6-80) ， 得 x(n) 与 y(1) 的 互 谱 密度 为 











S,(f)=5,(f)=H(/)S.(7) 
(6-91) 
|ssC|=|s。Cl=|ECmlS-CD) 
以 式 (6-91) 代 入 式 (6-90) 中， 得 
S.(/)=5,(N -KN) (6-92) 
式 中 
2 
十 
Kas( 门 = 0 (6-93) 


(1)5,(7) «< 
称 为 常 凝 聚 函数 或 常 相干 函数 。 A 
当 K2(/)=1 时 ，S.(/)=0 说 明 系 统 无 干扰 EN 读 输出 谱 8,(7) 就 是 系统 的 真实 输 
出 谱 5,(f)， 即 


ss 
当 K2(/)=0 时 ， $350 明 输 出 信号 完 杰 由 于 扰 噪 声 组 成 。 一 般 情况 下 ， 


0< 开 (f)<1。 可 见 ， 凝聚 讽 数 KY(/) 的 数值 表 站) 中 来 自 S.(7) 所 占 的 比例 。 反 之 ， 
干扰 噪声 谱 所 占 的 比例 ; (有 ))。 因 此 ， K3,( 了 ) 给 出 了 线性 系统 中 输入 与 输出 
之 间 在 频 有 a fA :， 有 时 候 ， by os (7 称 为 谱 相关 函数 。 

对 于 较 复 杂 6.19 所 示 的 系统 ， 假 定 噪声 n(1) 及 =z(1) 与 真实 信号 u(t1) 、v(7) 两 两 相互 
独立 ， 仿 照 上 述 推演 ， 可 以 得 到 














SO Sy) 
SCD=SCD+S CD=|ECO 5, 7) +5.(7) 
S.(f)=5,(N)+5,(7) 
把 上 述 三 式 代入 式 (6-93) ， 得 到 
ls. OF 
二 = 
0) [5,00)+5, C7]S, C7) +5.(7)] 


Ka(N) 
14 S07) ,5:(7) SCDS CU) 
SC SO) 5,(/)5,7) 





(6-94) 











式 中 





op sc 
WA 
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当 系 统 中 无 测量 噪声 ，5,(/)=5S.(f)=0， 则 





KN=K2N = SD OF 
"N= Ka N= Os 


将 式 (6-77) 及 式 (6-80) 代 入 上 式 ， 得 到 

K2(f)=K2,(f)=1 
一 般 情 况 下 ， 由 于 噪声 的 存在 ， 使 S,(/)z0，5.(/)z0， 故 

KS(f)<K2(f)=1 
可 见 ， 常 凝聚 函数 K2,(7) 表征 了 谱 测 量 的 精度 。 OE 反之 
测量 精度 较 低 。 但 是 ， 如 果 系 统 是 非 线性 的 ， 或 者 系统 存在 未 A 
便 测 量 精度 很 高 ，K2,(/) 也 不 等 于 1。 所以， 上 5 a 的 ， 且 确 无 其 他 输入 信号 
















时 ， 用 常 凝聚 函数 来 判断 测量 精度 才 是 可 靠 的 
实用 上 ， 如 果 频 率 响应 函数 由 试验 获得 ， 则 可 此 
为 此 ， 可 采用 两 次 测量 法 。 第 一 次 测量 5,( 了 ) 














数 来 估计 五 (7) 的 测量 精度 。 
) 》 并 由 式 (6-77) 算得 














第 二 次 测量 5S,(7) 及 5S,( 了 /)， J 


两 式 相 比 ， 得 到 骏 . 
NOA Jo ES 2 
Ki (6-95) 
[HAP SCDSCOD) 
如 果 K2 <1 ， 说 明 对 系统 频率 响应 函数 ( 模 ) 的 测量 精度 较 高 。 否 则 ， 或 者 测量 误差 较 大 ， 或 
者 系统 的 线性 假设 不 可 靠 。 
综 上 所 述 ， 运 用 凝聚 分 析 ， 可 以 : 
(1) 估计 谱 和 系统 动态 特性 的 测量 精度 。 
(2) 判断 系统 输出 与 特定 输入 的 谱 相关 程度 。 
(3) 检验 系统 的 线性 程度 。 
(4) 发 现 系统 是 否 有 其 他 输入 干扰 。 



































1. 随机 过 程 的 数字 特征 有 哪些 ? 一 般 表 达 式 是 什么 ? 
2. 举例 说 明 自 相关 、 互 相关 在 车 辆 工程 中 的 应 用 。 
3. 双 输入 单 输出 系统 的 响应 的 特点 是 什么 ? 

4. 什么 是 凝聚 (相干 ) 函数 ? 

5. 凝聚 分 析 有 什么 作 上 














~ 
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第 7 章 






数据 处 理 、 浆 二 妆 扣 处理 的 元 ， 程序 疲劳 试验 
4 


全 六 
教学 要 求 NS 
全 x 
相关 知识 权重 


了 解 试验 数据 的 分 析 与 处 理 的 过 程 | ， 目 视 分 类 、 随 机 性 检验 、 平 稳 性 
和 方法 检验 
采样 定理 、 频 率 混淆 、 野 皮 别 除 、 


数据 分 析 20% 








采样 及 预 处 理 掌握 试验 数据 的 初步 整理 工作 内 容 趋势 项 消除 30% 
掌握 统计 误差 的 概念 ， 了 解 统计 和 参 | ”综合 误差 、 标 准 误差 、 偏 度 误差 ; 

Ed 上 0/ 

模拟 数据 处 理 | 款 的 模拟 处 理 方法 统计 参数 估计 值 的 模拟 处 理 方法 5 

a i a 均值 、 概率 密度 函数 、 自 相关 函数 、 

数字 数据 处 理 掌握 数字 数据 处 理 的 方法 五 相关 前 吉 于 20% 

载荷 谱 编 制 了 解 程序 疲劳 试验 载荷 诸 的 编制 | ”载荷 详 的 概念 及 测定 、 工 作 载 荷 谱 | | coc 








方法 的 计数 法 处 理 、 程 序 载荷 谱 的 编制 
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7.1 数据 分 析 的 一 般 流程 





试验 数据 的 分 析 与 处 理 是 整个 试验 过 程 的 一 个 重要 环节 ， 它 大 体 包 括 三 个 方面 : 四 数据 
准备 ，@ 数 据 检验 ，@ 数 据 分 析 。 这 三 方面 的 工作 给 出 了 数据 分 析 与 处 理 的 基本 轮廓 。 

试验 时 ， 测 量 系统 所 提供 的 数据 ， 通 常 是 物理 量 的 时 间 历 程 ， 它 是 隐 涵 事物 内 在 规律 的 
原始 资料 。 但 是 ， 只 有 经 过 一 定 的 数据 分 析 和 处 理 ， 才 能 从 原始 记录 中 获取 有 用 的 信息 。 

数据 分 析 的 项 目 及 步骤 与 数据 的 最 终 用 途 有 关 ， 也 与 数据 本 身 的 类 型 有 关 。 图 7.1 列 出 了 
分 析 工 作 的 主要 项 目 和 一 般 流程 ， 图 中 实 线 方 框 为 数据 分 析 的 项 目 ， 虚 线 方 框 为 准备 性 项 目 。 

























































































各 下 自 凝 离 
枚 相 请 聚 获 
关 关 ~ 分 频 
分 分 析 析 谱 
析 析 分 

析 





图 7.1 数据 分 析 的 内 容 及 流程 

数据 的 类 型 不 同 ， 处 理 的 过 程 和 方法 也 不 同 。 所 以 ， 处 理 前 ， 首 先 要 鉴别 数据 类 型 。 通 
常 采用 下 列 步骤 进行 。 
7.1.1 目 视 分 类 


一 个 时 间 历 程 记录 的 类 型 ， 可 以 通过 分 析 测定 现场 的 环境 条 件 ， 赁 直观 经 验 做 出 初步 判 
断 ， 也 可 以 从 时 间 历 程 的 图 形 特 点 进行 判断 。 图 7.2 列 出 了 四 种 典型 试验 记录 的 时 间 历 程 图 
形 。 图 7.2(a) 为 正弦 波 时 间 历 程 ， 具 有 明显 的 周期 性 ， 一 般 情 况 下 ， 是 判断 是 否 为 确定 性 数 
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和 


车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


据 的 一 个 较为 显著 的 标志 。 图 7.2(b) 是 正弦 波 加 随机 过 程 的 时 间 历 程 , 也 隐现 一 定 的 周期 性 ， 
但 不 如 图 7.2(a) 那样 规则 和 明显 。 这 种 特征 上 暗示 该 试验 数据 中 可 能 混 有 周期 性 成 分 。 因 此 ， 
在 随机 性 检验 后 需 把 随机 分 量 与 周期 分 量 分 离 ， 分 别 进行 各 自 的 数据 分 析 项 目 。 图 7.2(c) 和 









































7.2(d) 是 窄带 和 宽带 随机 过 程 的 时 间 历 程 图 形 ， 一 般 用 目 视 很 难 把 它们 区 别 开 。 

目 视 分 类 主要 是 区 分 确定 性 数据 或 随机 数据 。 如 果 某 时 间 历 程 图 形 虽 无 明显 重复 特征 ， 
但 其 形状 接近 某 种 函数 的 图 形 ， 那 么 ， 可 以 考虑 它 是 某 种 确定 性 数据 的 可 能 性 较 大 。 如 果 暂 
叶 无 法 确认 是 否 为 确定 性 数据 ， 可 以 先进 行 随机 性 检验 ， 并 尽 可 能 把 潜在 的 周期 分 量 分 离 出 









































来 ， 以 确保 进行 统计 分 析 的 数据 中 所 含 的 随 村 成 分 占 绝对 优势 


时 间 历 程 概 尝 密度 掉 相关 半数 功率 谱 密度 两 数 
HoD 
"| 出 | Ke i 
(a) 本 效 波 


人 
VEY) 
xD 罗 GN) 
WA WN t LA 人 











(gd) 宽带 加 随机 过 程 
7.2 ”四 种 典型 数据 的 时 间 历 程 及 统计 特征 图 形 


7.1.2 ”随机 性 检验 


随和 





性 检验 主要 是 判明 数据 中 是 否 有 隐 涵 周期 成 分 ， 所 以 又 称 为 周期 性 检验 。 工 程 实践 


中 采用 以 下 几 种 方法 进行 检验 。 
1) 功率 谱 图 形 检验 法 


























图 氏 














7.2 上 的 功率 谱 密度 图 形 可 知 ， 当 随机 信号 中 混 有 周期 分 量 时 [图 7.2(b)]， 其 功率 谱 


























形 会 出 现 一 个 尖峰 (理论 上 有 一 个 5 函数) 。 但 是 ， 周 期 分 量 较 弱 时 ， 只 有 采用 通 带 较 罕 
的 分 析 滤 波 器 ， 才 能 在 功率 谱 图 上 显现 出 周期 分 量 的 存在 。 例 如 ， 图 7.3 是 一 份 随机 信号 中 






























































混 有 正弦 波 信号 的 功率 谱 图 形 。 它 的 正弦 信和 号 功率 仅 占 随机 信号 的 II12。 当 采用 通 带 


B. =50Hz 的 分 析 滤波 器 时 ， 在 功率 谱 图 [图 7.3 (a) ] 上 很 难 辨别 出 正弦 成 分 的 存在 。 若 采用 通 
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带 及 =10Hz 的 滤波 器 时 ， 在 功率 谱 图 [图 7.3 (b)] 上 已 经 提示 可 能 含有 正弦 成 分 。 进 一 步 减 小 
滤波 器 的 通 带宽 (有 .=2Hz) ， 其 功率 谱 图 [图 7.3 (c)] 上 就 明显 地 出 现 类 似 于 5- i 
此 可 见 ， 即 使 随机 信号 中 含有 的 周期 分 量 很 弱 ， 采 用 高 分 辨 力 的 谱 分 析 方法 ， 也 会 

期 成 分 的 存在 。 


GN 
se 


图 7.3 a 
但 是 ， 把 图 7.3 (c) 与 图 7.2(c) 的 功率 谱 图 形 比 较 < 那么 ， 当 功率 
谱 图 上 出 现 尖 峰 时 ， av 7 还 是 意味 着 该 信号 是 一 个 在 尖峰 处 
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有 能 量 集中 的 定 带 中 机 过 程 呢 ? 为 了 对 此 以 用 通 带 更 窄 的 分 析 滤波 器 重复 一 次 功 
率 谱 分 析 : 如 果 谱 峰 表示 周期 分 量 ， 则 总 是 等 于 滤波 器 通 带宽 ， 而 峰 高 随 滤波 器 通 带 
宽 的 减 小 而 正比 地 增加 ;如果 谱 峰 意 嘱 s 过 程 在 该 处 的 能 量 集中 ， 则 当 信号 带宽 大 于 滤波 
器 通 带宽 时 ， 它 的 峰 宽 及 峰 高 不 具 牧 间歇 2 由 此 即 可 判明 谱 峰 的 含意 。 


2) 概率 密度 图 形 检验 法 冯 
联展 有 明显 不 同 。 前 者 形 如 盆 形 ， 界 线 


et 
明显 ， 后 者 形 如 正直 分 在 那样 的 钟 形 。 如 果 信 号 冶 概 率 密度 图 形 呈 现 图 72(b) 所 示 的 形状 ， 
这 提示 队 机 人 中 能 混 有 周期 成 分 :TSK 灾 ， 只 有 当 信号 中 周期 分 量 十 分 强 ， 且 周期 成 分 
的 频率 只 有 深 数 几 种 时 ， 才 能 较 明显 地 显示 图 72 (b) 那样 的 形状 。 否 则 ， 这 种 特征 会 
rts Wd de 

如 果 把 概率 密度 图 与 功率 谱 图 结合 起 来 进行 随机 性 检验 ， 可 以 获得 良好 效果 。 首 先 用 高 
分 辩 力 的 功率 谱 分 析 仪 找 出 谱 峰 的 频率 范围 ， 然 后 按 其 中 心 频率 ， 对 信和 号 做 窄带 通 滤波 ， 并 
把 滤波 后 的 信号 做 概率 密度 分 析 。 这 时 ， 如 果 信号 中 含有 周期 成 分 ， 则 其 概率 密度 图 形 显示 
如 图 7.2(b) 那样 的 典 弄 形状。 否则， 说 明 信 号 中 无 周期 成 分 。 

3) 自 相关 图 形 检验 法 

从 图 72 的 自 相关 图 上 可 知 ， 如 果 随 机 信号 中 无 周期 成 分 ， 自 相关 函数 值 随时 移 增 大 而 
趋 于 零 或 均值 之 平方 ， 如 果 信号 是 正 纺 波 或 合 有 周期 成 分 ， 自 相关 函数 呈现 连续 振荡 状 ， 如 
图 72(@) 及 图 7.2(b) 所 示 。 根 据 这 一 特点 ， 也 可 判断 信号 的 随机 性 和 周期 性 。 

实际 处 理 中 ， 选 用 何 种 方法 检验 随机 性 ， 需 视 设备 条 件 而 定 。 在 设备 条 件 许可 而 单一 方 
案 又 不 能 做 出 肯定 结论 时 ， 可 考虑 采用 多 种 方法 的 综合 判断 。 

上 述 几 种 图 形 检验 方法 直观 、 方 便 ， 适 于 工程 上 运用 ， 但 要 求 数据 分 析 人 员 有 较 丰 富 的 
实践 经 验 ， 是 不 甚 严密 。 如 果 要 求 对 随机 性 检验 以 一 定 的 统计 置信 度 做 出 判断 ， 可 以 采用 统 
计 检验 方法 ， 如 轮 次 (游程 ) 检 验 法 进行 。 
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7.1.3 平稳 性 检验 


试验 数据 是 平稳 还 是 非 平稳 的 、 是 各 态 历经 还 是 非 各 态 历经 的 ， 数 据 分 析 的 内 容 和 方法 
均 不 同 。 因 此 ， 在 具体 分 析 之 前 ， 须 对 数据 是 否 满足 平稳 和 各 态 历经 性 条 件 进行 检验 。 

关于 各 态 历经 性 检验 ， 实 际 上 应 该 只 能 从 物理 现象 的 形态 做 出 判断 ， 在 本 书 6.2 节 中 已 
有 叙述。 

关于 平稳 性 检验 ， 理 论 上 应 该 以 随机 过 程 的 总 体 来 检验 ， 显 然 这 是 办 不 到 的 。 因 此 ， 工 
程 上 所 说 的 平稳 过 程 是 指 : 把 单个 时 间 历 程 记录 分 成 若干 段 ， 而 每 段 各 自 按时 间 平 均 的 统计 
特征 彼此 都 一 样 的 随机 过 程 。 这 一 平稳 概念 与 第 6 章 所 述 的 平稳 概念 不 同 , 通常 称 为 自 平 稳 。 
自 平稳 概念 是 数学 上 平稳 概念 的 近似 。 
数据 的 平稳 性 可 根据 产生 此 数据 的 现象 及 其 物理 特性 ， 并 结 人 时 间 历 程 图 形 侯 出 因 靳 。， 
一 般 来 说 ， 只 要 现象 的 基本 物理 因素 不 随时 间 变化 ， 2 是 平稳 的 。 反 之 ， 数 据 是 

数据 是 















































非 平稳 的 。 假 若 在 时 间 历 程 记录 上 ， 各 分 段 的 均值 变化 谷 较为 均匀 ， 也 可 以 认为 是 
平稳 的 。 反 之 ， 均 值 波动 很 大 ， 或 有 较 明 显 的 某 种 趋 : 非 平稳 的 。 














平稳 性 检验 需要 一 定 的 实践 经 验 。 在 不 能 做 卜 责 员 判 断 时 ,也 可 运用 轮 次 检验 原理 ( 见 本 
书 第 8.8 节 ) 进行 。 
试验 数据 经 分 类 和 检验 后 ， 即 可 转 理 阶段 。 对 平稳 随机 数据 可 根据 需要 ， 做 幅 






值 域 (均值 、 概 率 分 布 等 ) ， 时 域 ( 相 < 
值 和 频谱 分 析 。 瞬 变数 据 wo i 


及 频率 域 ( 自 谱 、 互 谱 ) 分 析 。 周 期 性 数据 可 做 幅 
2 学 习 范 围 。 
7.1 所 示 流 程 是 一 个 逻辑 过 程 ， 执 





ea 设备 或 数字 设备 3 以 设备 对 连续 时 间 历 程 记录 进行 运算 处 理 ， 
这 种 对 模拟 信息 人 k 理 法 。 数 字 设 备 只 能 对 离散 数字 进行 运算 ， 
因此 ， 需 把 连 转化 为 离散 数字 序列 ， 所 以 称 为 数字 处 理 法 。 


7.2 采样 及 预 处 理 


对 试验 数据 进行 检验 与 分 析 之 前 ， 必 须 做 一 些 初步 的 整理 工作 ， 包 括 野 点 的 剔除 、 数 据 
单位 的 转换 、 消 除 趋势 项 等 数据 预 处 理 。 当 采用 数字 法 处 理 数据 时 ， 须 把 连续 信号 转换 为 离 
散 的 数字 量 。 


7.2.1 采样 定理 


将 连续 信号 转换 为 离散 数字 量 的 过 程 称 为 采样 ， 常 用 模 - 数 转换 器 (A/D 转换 器 ) 实现 。 
样 过 程 的 实质 是 在 特定 时 刻 读 取 连 续 信 号 上 的 一 个 瞬时 值 x,(n =0,1,2,…,N 一 1) ， 构 成 一 


离散 时 间 序 列 {x,}。 目 前 ， 常 用 的 采样 方法 是 等 间隔 采样 法 ， eas 


信号 上 的 一 个 数 。 
采样 得 到 的 离散 序列 {x,} ,应 该 包括 原 信号 x(t) 所 隐 含 的 全 部 信息 。 但 是 , 如 果 At 过 大 ， 
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{z} 相对 x(0) 会 失真 ， 影 响 数据 分 析 的 精度 ，Ar 过 小 ，%, 的 数目 剧 增 ， 加 重 了 计算 工作 量 ， 
且 往 往 受 计算 机 容量 的 限制 。 因 此 ， 必 须 有 一 个 选择 采样 间隔 的 准则 ， 以 确定 {x,} 不 失真 的 


最 大 允许 间隔 At 。 这 个 准则 就 是 香农 (Shannon) 采样 定理 ， 具 体 表 述 如 下 。 
设 有 时 间 函 数 x(t) ， 如 果 对 大 于 某 一 频率 /的 所 有 频率 ， 函 数 x(t) 的 傅 里 叶 变换 为 零 ， 


时 ， 连 续 时 间 函 数 x(t) 可 以 由 式 





那么 ， 当 采样 间隔 Ar 满足 Ar < 
:XR 

_At 起 Sin Cn) 

x(D)= 二 DxnAD)x i (7-1) 





n=-” 


唯一 确定 。 其 中 ，n=0, 土 1,+2,…;x(nAt) 为 图 7.4 上 当 1=nAt (第 nn 点) 的 函数 值 x, 。 


a0) 由 









Fat 





~ 7.4 连续 信号 


证 明 : ea 访 里 叶 变 换 写 
Ro )=[ x(De 号 虹 


当 At 充分 小 时 ， i 
X(f)=At > x(nAf)e J (7-2) 


n=—% 


xnAne- jwOADAt 





在 所 设 条 件 下 ，x(D) 的 传 里 叶 道 变换 写 为 
ax0= 六 xDedr= Xe 


=At bp sdf epPmilt-， "gf 


Af = i 
= 一 XIAI) 一 -一 一 一 一 
丈 > CAD) t—nAt 


顺便 提 及 ， 式 (7-2) 通常 称 为 离散 傅 里 叶 变 换 ， 是 数字 法 数据 分 析 时 常用 的 公式 。 它 的 道 


bee 


x(nAt) = 三 X(f esdf (7-3) 
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式 (7.2) 和 式 (7.3) 组 成 一 对 离散 伟 里 叶 变 换 。 离 散 储 里 叶 变 换 有 多 种 形式 ， 对 于 有 限 区 
间 [0,7 ] 的 离散 全 里 叶 变 换 对 可 写成 





Nl 
X(D= Dx(nADe ee (7-4) 
n=0 
1 N-l , 
x(nAn) = TX (7-5) 
k=0 


式 中 ， /= = 大 取 0<k< NN 一 1 的 离散 整数 ; N= 二， n 取 0<n<N 一 1 的 离散 整数 。 





采样 定理 表明 ，x(t) 只 要 满足 |f|> 大 时 有 XX(f)=0， ie } 
能 完全 表征 连续 函数 x(t) 。 因 此 ， 采 样 定理 提供 了 选择 采样 间 加 若 以 人 表示 采样 频 


率 ， 则 /= 记 >21.。 NY 


7.2.2 频率 混淆 
当 采 样 间隔 At 取得 过 大 ， 使 A1 > RE xD) 中 的 高 频 丰 分 { /> 了 -被 折 这 到 


低频 成 分 (< 去 ] wn 符 泥 清 。 
证 


为 了 解释 频 率 混 清 现象 交 因 ， 假 定 某 连 续 信 丢 中 含有 频率 为 900Hz、400Hz 及 
100Hz 的 正弦 成 分 ， 它 全 F 图 7.5 上 。 现 进行 采样 ,并 把 各 图 上 的 采样 点 


Eee he 连接 起 来 。 由 图 可 见 ， 只 有 100Hz 的 波形 
与 采样 点 正 ， 其 余 两 组 波形 与 汪 择 点 正弦 线 均 有 较 大 差异 。 因 为 三 条 采样 点 正弦 
线 的 频 wire 原 三 种 频率 波形 的 采样 值 相互 混淆 了 : 高 频 信号 (900Hz 和 400Hz) 的 采 
样 值 构成 一 个 虚假 的 低频 成 分 ， 附 加 到 原 低 频 (100Hz) 波形 的 采样 值 上 ， 从 而 使 原 低频 波形 
采样 值 发 生 失 真 。 


混淆 现象 的 产生 也 可 从 图 7.6 及 图 7.7 上 得 到 证 实 。 两 图 分 别 表 示 以 “< 元 (图 7.6) 和 
























At > 了 (图 7.7) 两 种 不 同 采样 间隔 对 同一 波形 x(t) 采样 的 结果 。 对 x(7) 的 采样 可 看 成 以 一 系 


列 5- 函数 乘 以 x(t) ， 得 到 如 两 图 中 (c) 所 示 图 形 。 图 7.6(b) 上 脉冲 间隔 较 小 ， 故 图 形 
xX(1)5() [图 7.6(c)] 大 体 上 反映 x(0D) 的 形状 。 而 图 7.7(b) 上 的 脉冲 间隔 较 大 ，x(D)5(D) 的 图 形 
[图 7.7(e) ] 很 难 代表 原 波形 x(D) 。 如 果 把 上 述 关 系 转 入 频 域 观察 , 根据 傅 里 叶 变 换 的 卷 积 定理 ， 
采样 后 的 傅 里 叶 变换 示 于 两 图 中 的 (0 上。 比较 图 7.6( 台 及 图 7.7(D ， 前 者 与 x(0) 的 传 里 叶 变 


换 X(C1 丰 图 形 [图 7.6(d)] 一 致 , 只 是 由 单个 波形 变 奖 为 每 间隔 二 (> 2 太 ) 周期 重复 一 次 的 波形 ; 
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后 者 由 于 二 2 -< 2 大 ， 周 期 重复 的 X(7) 波形 相互 重 兴 ,形成 如 图 77(D 上 实 线 所 示 波 形 ， 这 时 
采 冬 后 的 信里 时 变换 与 原始 的 X() 几乎 完全 不 同 了 这 就 是 频率 混淆 的 结果 。 


OO 
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二 1 
时 采样 图 示 图 7.7 4 


c 


时 混淆 现象 图 示 








图 7.6 eps 


ee 














从 图 7.7(9 上 可 以 推 知 ， 不 产生 混淆 现象 的 临界 条 件 是 凡 = 二 = 2 太 ， 或 者 说 ， 当 采样 间 
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隔 一 定时 ， 不 发 生 混淆 的 信号 最 高 允许 频率 人 = 通常 把 / 称 为 截断 频率 或 奈奈 斯 特 


信号 中 能 相互 混淆 的 频率 为 
f=tf+K. (K=1,2,…) (7-6) 

式 中 ，f/f, 记 一 一 能 相互 混淆 的 频率 。 

例如 , 对 于 图 7.5 的 情况 , 上 =500Hz ，_; =100Hz 则 能 与 混淆 的 频率 有 400Hz、600Hz、 
900Hz、1100Hz、…。 因 此 ， 如 果 信 号 中 含有 这 些 频率 成 分 ， 就 会 与 100Hz 低频 成 分 产生 混淆 。 

为 了 避免 混淆 ， 可 以 采取 以 下 措施 。 

(1) 控制 采样 间隔 。 如 果 预 计 信号 中 最 高 频率 为 f, ， 可 选取 f=(1.5 ~ 2)f,， 于 是 ， 
Ws 

(3 表态 


(2) 采样 前 对 x(0) 施行 低 通 滤波 ， RN 然后 根据 滤波 后 的 








信和 号 最 高 频率 选取 Ar 。 
7.2.3” 野 点 吻 除 


试验 数据 的 测量 过 程 中 ， 有 时 因 寄 Ry - 扰 、 信 号 
使 记录 数据 引进 一 些 假 值 。 假 值 的 ; 告 成 时 间 历 程 产 4 
如 果 对 此 记录 进行 采样 ， 区 中 出 现 异 常数 而 


对 早点 作出 判断 和 吻 除 。 YU 






失 、 传 感 器 失灵 等 原因 ， 
或 过 低 的 多 为 时 点 。 
曲 数 据 分 析 结 果 。 因 此 必须 



























7.8” 野 点 处 理 框图 

野 点 的 判断 和 剔除 可 参照 第 3 章 介 绍 的 异常 数据 处 理 原理 进行 ,实际 中 有 多 种 实施 方案 ， 
7.8 所 示 处 理 框图 为 其 中 之 一 。 图 中 虚线 所 围 部 分 连续 地 产生 采样 值 方差 8 的 更 新 值 ， 即 
352 = 也 一 GD (7-7) 

此 得 到 的 8 送 入 比较 器 内 检查 ， 如 果 
x—KS, < xi <X +KS, (7-8) 
则 认为 ,是 正常 数据 。 反之， 是 野 点 ， 应 予以 剔除 或 以 适当 值 代 之 。 处 理 时 ， 参 数 开通 

常 取 为 3 一 5。 
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7.2.4 趋势 项 消除 


试验 中 ， 如 果 存 在 系统 性 因素 的 干扰 ， 测 量 记 录 就 会 呈现 某 种 变化 趋势 。 通 常 把 连续 信 
号 中 周期 大 于 记录 时 间 的 频率 分 量 称 为 趋势 项 。 趋势 项 的 存在 ， 有 可 能 使 相关 函数 及 功率 谱 
密度 产生 畸变 ， 甚 至 使 低频 谱 值 完全 失真 。 因 此 ， 消 除 趋势 项 是 数据 预 处 理 的 一 项 重要 工作 。 
工程 上 常用 最 小 二 乘法 消除 趋势 项 。 图 7.9 (a) 中 ， 连 续 信号 x(D) 含有 线性 趋势 项 Z(1) 。 为 

了 消除 Z(D)， 先 用 最 小 二 乘法 拟 合 趋势 项 [图 7.9(c)], 然后 在 数据 中 减 去 趋势 项 即 可 [图 7.9(b) ]， 
具体 方法 如 下 


XD 




































































(W200) a0 
1 


ZA)=botbt 


图 7.9 A 


设 {x%,}(n=0,1,2,…,NN 一 1) 为 连续 信号 
多 项 式 


SN 为 了 找 出 趋势 项 Z(r) ， 假 定 以 天 阶 








K | 
之 和 a (7-9) 


项 K=0; 线性 趋势 项 般 情 况 下 ， 从 时 间 历 程 图 形 的 变化 趋势 ， 


拟 合 数据 序列 {x} 。 i 定 系数 ， 天 藤 扫 势 项 的 函数 类 型 决定 。 对 于 常数 趋势 
=1/ 二 次 型 趋势 项 
诊 根 据 拟 合 情 况 反 入 gh 直至 找到 恰当 的 趋势 项 函数 类 型 。 





先 假定 一 个 K 伪 y 多 
系数 集 {4 最 小 二 乘法 确定 ， 即 应 使 下 式 取 最 小 值 
Nl 
S(bD)= > Co 一 站 -| -Sh | 


为 此 ， 将 上 式 分 别 对 b(1=0,1,2,…,K) 取 偏 导数 ， 并 令 其 等 于 零 ， 得 到 


85 所 天 
= pa 一 六 OA [ew ]=0 
k=0 


1 n=0 
Kk N-l 
Db na) = > CAN (7-10) 
k=0 n=0 


式 中 ，1=0,12…,K 。 
上 式 实际 上 是 天 +1 个 方程 的 缩写 ， 解 方程 组 得 到 为 ,为 …: 久 。 例 如 
当 K=0 时 ， 由 式 (7-10) 得 到 








2 
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当 KK=1 时 ， 得 到 
2(CN- Ds, -cm 机 
NN 
N-l N-l 
12》 mm, -6(N -DD x, 
n=0 n=0 
N(N—D(N+ At 


将 bh、b 代 入 上 式 (7-9) ， 求 得 线性 趋势 项 如 图 7.9(c) 所 示 。 
对 于 K=2、K=3 等 高 阶 多 项 式 趋势 项 ， 可 用 类 似 方法 解 得 。 


b= 


bh= 





7.3 wa 


本 节 介 绍 均值 、 均 方 值 、 a 模拟 处 理 方法 。 有 关 功 率 谱 密度 的 
处 理 方法 将 在 第 8 章 介绍 。 


i 计 值 。 估 计 值 对 真 值 的 误差 ， 起 


7.3.1 ”统计 误差 的 概念 Cg 
由 统计 学 知 ， 从 Me 得 到 所 需 参 
例 


















因 于 统 i ， 称 为 统计 误 如 上 参数 的 精度 越 高 
设 Z 为 随机 过 程 {x ee 参数 ，1 过 程 的 均值 、 均 方 值 或 功率 谱 等 。 又 
设 Z 是 由 {x(?) KE 9 网 pen 计 值 。 不 同样 本 的 不 相等 ， 所 示 纪 是 一 个 
随机 变量 。 信 六 真 值 Z 的 估计 精度 4 的 综合 误差 =. 描述 
s. =VE[(2-2)] (7-11) 
展开 上 式 ， 并 考虑 到 E[2-E[2]]=0， 得 
&. =/[& -E21 ]+E[(E[2]-2) | =Voi+b (7-12) 
式 中 ， EL2] 为 过 的 数学 期 望 。 





o.= [a[ 2-at2y] -中 2]-(a2]) (7-13) 
称 为 标准 误差 ， 它 反映 了 随机 因素 的 影响 。 cz 就 是 估计 值 过 的 方差。 
b. =VE[(ELZ]-2)]= El2]-2Z (7-14) 
称 为 偏 度 误差 或 系统 误差 ， 它 表征 E[2] 对 真 值 Z 的 偏差 。 
式 (7-12) 表 明 ， 综 合 误差 由 偶然 误差 和 系统 误差 组 成 ， 是 统计 误差 的 度量 指标 。 如 果 把 
统计 误差 表示 为 被 估 参 数 的 相对 误差 ， 则 当 Zz0 时 ， 有 
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相对 标准 误差 Oo. = 到 (7-15) 

相对 偏 度 误差 Rs (7-16) 
pA 

相对 综合 误差 a = (7-17) 


7.3.2 ”统计 参数 的 模拟 处 理 

下 面 分 别 讨论 统计 参数 估计 值 的 模拟 处 理 方法 ， 并 估计 处 理 精度 。 测 量 记录 x(?) 一 般 以 
电压 的 连续 模拟 信号 给 出 ， 假 定 它 来 自 平稳 且 各 态 历 经 过 程 {x(D)} ， 并 经 过 预 处 理 。 

1) 均值 


昌 式 (6-20) 得 伦 
rw 
































上 述 运算 可 由 平均 电路 完成 。 实 际 中 有 两 种 平 

第 一 种 电路 时 把 连续 电压 模拟 信 A 电路 : 具有 反馈 电容 器 的 运算 放大 器 进行 
平均 运算 。 图 7.10 为 真 积分 电路 的 原理 久 . 依据 电路 原理 ， 这 种 电路 的 输出 电压 wp, 与 输入 
电压 us 之 间 具 有 积分 关系 win 忌 usdt 。 把 输 眠 电压 除 以 采样 时 间 ， 就 可 以 得 到 信 
号 的 平均 值 。 这 种 方法 是 各 | 斤 按 运算， 和 为 
第 二 种 平均 电路 是 把 衔 号 送 入 低 通 滤波 器 硼 常 息 RC 型 ) , 由 它 连续 平滑 信号 起 伏 , 经 3 一 
4 个 时 间 常 数 后 , 即 得 族 信 号 均值 的 连续 估 诛 值 。 这 种 方法 称 为 RC 平均 ,图 7.11 是 最 简单 的 RC 
Tamm 的 压 降 




























给 出 了 信号 赃 芋 经 整流 后 的 绝对 值 ， 然 后 再 经 RC 平均 电路 得 到 
均值 ,对 于 RC 电路 , 从 电路 原理 知 , 如 果 适 当选 择 R 及 C 的 值 , 使 电容 C 两 端的 输出 电压 uy 
远 小 于 电阻 两 端 电压 wr， 即 wpyy < 和 za = Ri(t) ，i(i) 为 电路 中 流 经 R 的 电流 ， 则 有 





Us = Up + Usgi T Ur = Ri(t) 






































区 
| 
运算 放 人 器 | 
R E> iD) R 
Lm Di 一 [一 
| | 从 “ 
2 全 刁 人 ol esl cl won 
图 7.10 真 积分 电路 原理 图 图 7.11 RC 平均 电路 原理 图 


于 是 ， 电 容 C 两 端的 电压 


1 re'. 1 人 
usw = 让 | rod 二 | 号 dt 


2 
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可 见 , 利用 图 7.11 电路 并 配 以 适当 刻度 校正 ， 就 可 以 实现 均值 运算 。 实际 运算 时 ,由 于 RC 电 
路 的 充电 特性 ， 应 使 运算 的 平均 时 间 了 > (3 一 人 K (天 = RC 称 为 时 间 常 数 ) ， 才 能 保证 输出 电 
压 趋向 稳定 。 
均值 估计 时 的 各 项 统计 误差 可 由 式 (7-11) 一 式 (7-17) 确定 。 
由 式 (7-14) 得 ， 启 , 的 偏 度 误差 为 
b, =E[m.]—m, 











在 平稳 且 各 态 历 经 条 件 下 ， 有 
b= 中 [ou|-m =0 
此 可 见 ， 均 值 估计 值 所 ,是 真 值 m, 的 无 偏 估 计 ， 代 入 式 (7-12) ， 得 到 m, 的 综合 误差 为 
Er 二 On =Vz[ 守 ]- m? 论 
此 ， 记 对 居 的 统计 误差 仅 由 房 ,本身 的 标准 误差 形成 
上 式 中 [局 ] 项 由 式 (6-20) 导 得 ， 即 


E[i2 |=E (3 xd5 T 人 sn 去 上 | stx(O)x0Dldsdn 
令 1=&+T， ee 32) ' 及 式 (6: 和 的 方差 为 
“es 少 > 
2 | “le (nd coar (7-18) 
Ne 
| 式 (7-18) 推演 中 积分 限 的 变换 可 参阅 图 7.12。 当 了 很 大 ， 
全 < 了 时 ， 式 (7-18) 可 近似 表 为 
1 Ho 
oi 三 C.(Ddr (7-19) 














四 
































2) 均 方 值 
fx(D} 的 均 方 值 yy? 由 式 (6-21) ' 估 计 为 ， 即 





i 

Vy 二 大 | x (Ddt 
上 式 通 过 下 述 运 算得 到 : 对 信号 x(t) 的 瞬时 值 取 平方 ， 
然后 在 采样 时 间 上 加 以 平均 。 图 7.13 为 反馈 式 均 方 值 电 
路 框图 。 桥 式 全 波 整 流 电 路 将 信号 取 绝对 值 ， 三 个 二 极 
管 及 分 压 电路 构成 的 平方 电路 做 平方 运算 , 最 后 由 RC 电 
路 进行 平均 运算 。 于 是 ， 电 容器 的 输出 电压 与 信号 输入 
电压 x(t) 具有 均 方 值 关系 。 









































7.12 积分 限 变换 示意 图 
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) t 
x(D 
RI 
CC 
o | 及 


Ai | 


中 二 


图 7.13 均 方 值 测量 电路 原理 
均 方 值 估计 时 的 偏 度 误 差 由 公式 (7-14) 得 到 


b=E[Y: |-w:= 下 [Mo -wzF0 














T 


于 xi4 

















7 Jo 
所 以 ， 风 是 真 值 的 无 偏 估计 。 它 的 综合 误差 由 式 (7- 






6 =0,: = 
人 Ar OF-y ean 

如 果 x(D) 是 均值 .#0 的 正太 随机 入 呈 如 上 式 中 ECGRN2(D] 项 可 看 成 四 维 随机 变量 乘积 

的 均值 ， 按 概率 论 中 有 关公 起 有 






E[Xx Xx]= [Dasxs]+ an [XX]— 2m me mm, 
当 罗 = 为 ， 轴 A 下 Ee [xs 中 得 We ™ =m, =m, 时 ， 上 式 简 化 为 
入 ELx?x2]=2(E[ ze])2+(CELz2])2 -2m: 
令 加 =x(E)， 避 =x(m)， 并 考虑 到 

EI (ED]= RS) RE = 














则 

E[x (Ex (mm)]=2RI -Em + 
于 是 

2 i 

G0 = | | Rt -medn 
因为 

RI-E) -m= C7 -Ee)+2C,.(7 -Em 
令 r=n-5， 则 


Tx 


.=02.= 二 | [ [C2(7) + 2m2C.(r)ldrde 


(7-20) 


-7 


-2 (Heormcer 


Ee 
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式 (7-20) 推演 时 积分 限 变换 同 图 7.12。 当 7 了 很 大 ，|r|<7T 时， 可 近似 表 为 
2 + 2 
念 = [Iceo+r2mcDldr (7-21) 


假定 Cx(r) 和 C(z) 在 (oo,+oo) 上 绝对 可 积 ， 则 了 一 时 ，2 =o, 全 0， 所 以 大 是 凤 的 一 
致 估计 。 
【 例 7-1】 设 信号 x*(i) 是 有 限 带宽 8 的 正 态 白 噪声 ， 其 均值 m,=0， 带 宽 的 中 心 频率 
及 =B8/12， 试 求 其 均 方 值 的 估计 精度 。 
解 ， 从 白 噪 声 概念 知 ， 带 宽 为 B 的 白 噪声 单 边 功率 谱 密度 为 
G, = 常 汶 0<f<B 
caO- 人 他 ey 
































其 他 / 
在 m,=0， 有 =B/2 条 件 下， 运用 式 (6-56)， 得 


co-ao- Genty 0 - 00 0 
式 中 SN 
Pe GB 
四 入 





代入 式 (7-21)， 在 m, =0 条 件 下 得 到 











Cs 
考虑 式 (6.35) ， 于 是 ， 俩 读 珍 限 钊 宽 自 噪声 均 8 误差 近似 等 于 
CD _ RO yi 
bp Ea = 一 一 (7-22) 
_ 、 » VaR EY Br 
它 的 相对 综合 训 汪 由 不 (07 得 f 
Sel i 
so yr (7-23) 
式 (7-23) 说 明 ， 均 方 值 处 理 时 ， 它 的 统计 精度 与 信号 带宽 有 关 ， 也 与 积分 平均 时 间 有 关 。 这 
-结论 可 作为 处 理 时 选择 分 析 参 数 的 依据 。 
3) 概率 密度 函数 


fr)} 落 入 区 间 局 人 地 | 的 概率 用 下 式 估计 








, , W wi]_1 
ts- - 7 SA)<N+7 | FA = (7-24) 

















此 中 ，A 是 xD 第 /7 次 进入 区间 | 5 玫 ,5+| 的 时 间 ( 图 7.14); 7 = 开 At -并 是 幅 值 5 





风 函 数 ， 当 T 玫 w 时 ，P[x,,W] 趋 于 真 值 Plx,,W]， 即 


Plx,W]= ELPLx,W]]= lim Plx,W]= lim 和 (7-25) 


OO” 
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xD 

















图 7.14 ”概率 测量 示意 


按照 概率 密度 的 定义 ， 有 


/= 各 入 时 = 徊 入 只-jim je) 029 
Tm To 


式 中 «< 
f(x)= a (7-27) 
[= fb 3 .15 加 条 







x 可 吝 


吴广 内 











图 7.15 概率 密度 测量 仪 原理 


图 7.15 的 运算 流程 如 下 。 
(1) 用 窗帘 为 刺 的 窗 振 幅 窗 对 x(t) 作 振幅 滤波 。 
(2) 测量 x(b) 落 在 该 窗 内 的 总 时 间 开 。 




















(3) 窗帘 下 除 窗 内 时 间 ， 得 疡 。 
(4) 把 六 除 以 采样 时 间 mm 得 f(x)。 
(5) 改变 振幅 窗 的 中 心 电 压 ， 重 复 上 述 步骤 ， 即 得 Po 。 


必须 指出 ， 按 照 概率 密度 的 概念 ， 信号 x() 洛 在 | - 罗 -区 :| 区 间 的 概率 为 














PIs,W]= [党 (Gd 
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FF 是， 由 式 (7-27) 及 式 (7-25) 得 到 
EB,WH] _ -人 
W 





ELf()]= -直人 /es 


因此 ， 对 于 多 数 情 况 ， 有 

E[f GC) # 7%) 

上 式 说 明 ，f(x) 是 f(x) 的 有 偏 估计 。 它 的 各 项 统计 误差 可 按 式 (7-12) ~ 式 (7-17) 计算 。 
4) 联合 概率 密度 函数 


设 x(t) 、y(t) 各 来 自 平稳 且 各 态 历 经 过 程 {x(D)} 和 {y(?)} ， 则 {x(D)} 落 在 区 间 BE -到 ， 


和 *: 琴 |， 同时 {y(n)} 落 在 区 间 » -Ty 二 | mma rae 
BIxi,W.;y,W,] oy 
A W. W. 和 W 
-As- Ex(1) < eA (7-28) 
2 水 2 3 




















mw 





式 中 , Tv 在 时 间 了 内 xD) 人 an (图 7.16) 。 比值 a 7 是 


各 请 “7 Pl, Wi; ys ee W.; le W,], 








i W.;y,, (7-29) 
按 联 合 概 率 密度 的 定义 ， 有 
Wy ,WW, 
te) me 
Wo0 
Plx,W.;y,,W, 
= lim [mv ] (7-30) 
0 ”到 到 
W =»0 人 
7 一 
= 
惟一 0 
7 一 0 
式 中 
》 “Bm Ty 
fC) Ww -7 (7-31) 
是 f(x,y) 的 估计 值 。 
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了 fw,y) 的 运算 流程 如 下 。 
(1) 用 两 个 窗 宽 为 也 和 到 的 窄 振幅 窗 对 x() 和 >(D) 分 别 进行 振幅 洪波 。 
(2) 测量 x(t) 和 y(n) 同时 分 别 落 在 各 自 的 振幅 窗 内 的 总 时 间 工 ,，。 
i 
(3) 用 窗 宽 乘积 所 所 , 除 T,，， 得 比值 元 态 
(4) 上 述 比值 除 以 采样 时 间 7， 得 (x,y,)。 


(5) 改变 到 ， 


5) 自 
{x(D)} 





nd 





,的 中 心 电 压 ， 重 复 上 述 步骤 ， 即 得 了 (x,y) 。 














~ 











淡 
a 图 no ne 





= 








的 自 相关 函 数 用 





下 式 估计 : 








A 1 er 
RD= 了 | x(Dx(t+ 7)dt 











可 以 
程 如 下 。 
(1) 














xD 


模拟 相关 分 析 仪 实现 上 述 运算 。 相 关 分 析 仪 的 测量 原理 如 图 7.17 所 示 。 其 运算 流 











时 移 二 滞后 信号 x(D ， 得 xlt-r) 。 








A(t) R(T) 
积分 平均 





7.17 ”相关 分 析 仪 的 测量 原理 


Ee 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 mm 


(2) 在 任意 瞬时 把 x(t) 和 z' 秒 前 的 值 x(1-r") 相 乘 ， 得 x(D) xd-zr) 。 
(3) 计算 x(D) x(t 一 zr) 在 采样 时 间 内 的 平均 值 ， 得 该 时 移 时 的 让 (7) 。 
(4) 改变 ， 重 复 上 述 步骤 ， 得 尺 (r) 。 

让 (7) 的 统计 精度 可 用 式 (7-12) 一 式 (7-17) 计算 ， 其 偏 度 误差 为 

















及 =E[R(r]-R(r)= sf or nu- R(t)=0 


所 以 ， 上 述 方法 所 得 尺 (z) 是 R(T) 的 无 偏 估计 。 于 是 ， 它 的 统计 精度 为 
62 =02 =E[R?(r)]- (ER. J 


-中 [ Ow(ut du 让 三 [x+rnd -天 (9 
-友人 [| E[lx(w)x(u +T)x(v)x 


(V+ 
如 果 x(t) 服从 均值 为 零 的 正 态 分 布 ， 贝 ee 在 随机 变量 乘积 的 均值 。 按 概率 
论 有 关公 式 ， 当 m,=0 时 ， 有 


E[x(wx(u+ os 
=R2(r)+R,( (v— MU+T)+R2(v 一 u) 


令 E=v-u,， dé=dv， | 
EECA 元 A, (E-7) i R?(E)]dédu 


RA 外 .人 a 


式 (7-32) 推演 时 移 积 分 限 变 换 可 参照 图 7. 以 (图! Ph 须 把 纵 轴 以 g 代 zc ， 横 轴 以 4 代 &)。 当 7 很 
大 时 ， 上 式 近 似 为 


(7-32) 


B= RO+ RE REHME (7-33) 
在 r=0 处 ， 有 
a2=02 < [Ras (7-34) 
如 果 z 很 大 时 ，R.(r) ->0 ( 零 均值 条 件 下 ) ， 则 在 +>0 处 ， 有 


Ri(E)> R(E-TR(E+T) 





四 











此 ， 对 于 很 大 的 + 有 
| .Ras (7.35) 


6) 互相 关 函 数 
设 有 两 平稳 过 程 {x(1)} 和 fy(D0} ， 则 它们 的 互相 关 函 数 用 下 式 估计 


© 
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外 [EG y(t+ 7)dt 


它 的 处 理 流程 及 统计 误差 的 计算 ， 可 参照 自 相 关 函 数 进行 。 


7.4 数字 数据 处 理 








数字 处 理 的 优点 是 精度 高 ， 速 度 快 。 近 年 来 随 着 快速 、 专 用 数字 计算 设备 的 发 展 ， 采 
数字 法 处 理 试验 数据 的 方式 日 趋 广泛 。 本 节 讨 论 均值 、 概 率 密度 、 相 关 函 数 的 数字 处 理 方法 。 


7.4.1 均值 




















设 数值 序列 fo } 是 由 平稳 且 各 态 历经 过 程 的 样本 xD ， 得 到 ， 可 参阅 图 7.4， 图 
上 须 把 纵 坐 标 轴 改 为 wD) 。 Bo gS 
N-l 


房 = 元 = (7-36) 


式 中 ， N= 二 





一 一 样本 记录 长 度 -有 


Ai IR 
由 统计 学 知 ， 遍 ,是 估计 。 


在 数字 计算 设 A 的 常用 算法 存 
0) Tn (7-36) 直接 计算 。 





(2) 递 推算 法 > 令 丙 =Ww， 对 m=1 ， 计 算 中 间 均 值 ; 





1, = a (7-37) 





最 后 得 


(3) 二 次 均值 算法 : 
下 三 可 7 -nn) (7-38) 


比较 上 述 三 种 算法 知 ， 直 接 法 的 计算 量 最 少 ; 递 推 法 可 随时 获得 一 系列 中 间 均 值 媚 ， 便 
于 实时 处 理 ， 二 次 均值 算式 (7-38) 中 第 二 项 ， 是 为 了 消除 数字 计算 设备 处 理 时 大 量 数 据 舍 入 
误差 的 影响 而 采取 的 措施 ， 从 而 提高 了 均值 计算 的 精度 。 但 需 对 原始 数据 进行 二 次 处 理 。 因 
此 ， 只 有 当 计 算 精 度 要 求 高 ， 数 据 量 极 多 时 ， 才 宜 采 用 。 
实用 中 ， 为 了 简化 其 他 统计 量 的 计算 ， 经 常 把 原始 序列 {u} 转化 为 零 均值 序列 。 令 


xX(D) =u(D) -i 























Ae 


车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


则 x() 就 是 从 原始 样本 得 到 的 零 均值 样本 ， 它 的 数值 序列 {x,}( 记 .==0) 为 
x =x tnAt)=u, Rn=0,1,2,…,N-l (7-39) 
本 节 以 后 诸 式 ， 除 另行 注 明 外 ， 均 系 式 (7-39) 给 出 的 零 均值 数值 序列 。 
7.4.2 ”概率 密度 函数 
fx(D)} 的 概率 密度 函数 由 下 式 估计 























N, 
f(x)= (7-40) 











其 中 ， 球 是 以 x 为 中 心 的 窗 区 间 ， 心 是 数据 落 入 x+ 的 个 数 ， N 为 数据 总 数 。 
如 果 要 计算 数据 范围 [4,5] 内 的 概率 密度 ， 可 按 下 om 
(1) 将 区 间 [@w. 忆 分 为 玉 个 分 区 间 ， 每 个 分 区 间 的 宽 KN 


灰 = 刀 2 


第 i 个 区 间 的 上 端点 为 


d=a a 
其 中 ，d。=a; dk=b。 RO 


(2) 对 数值 序列 {ix a 
[请 忆 r< 的 数 近 和 
次 pi [满足 a < 所 个 数 ] 
X I 


N = 人 代 4 的 数据 个 数 ] 
Ni = [满足 & <x< d 的 数据 个 数 ] 


Nx = [满足 dk <x< di 的 数据 个 数 ] 
Nx =[ 满 足 x> dx 的 数据 个 数 ] 


于 是 数据 序列 被 分 成 K+2 组 ， 且 


K+l 


N=> N 
数字 计算 机 上 实现 上 述 分 组 的 方法 之 一 ， 是 依 下 列 步骤 检查 每 个 六 的 值 。 
@ 如 果 %% <a， 对 No 加 上 整数 1。 


回 如 果 a< 坟 <b， 计 算 1=(%, 一 a)/ 丈 。 然 后 选择 ;为 大 于 或 等 于 7 的 最 小 整数 ， 对 NN, 
加 上 整数 1。 
图 如 果 x%, >b， 对 Nw 加 上 整数 1。 
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(3) 分 组 完毕 后 ， 即 可 按 式 (7-40) 计算 概率 密度 


Nk 
f(t)= NF Nb-a (i=1,2,…,K) (7-41) 








式 中 ，x 定义 在 每 个 分 区 间 的 中 点 上 ， ps 
如 果 需 要 得 到 某 范围 [4 <x < ] 的 概率 ， 可 按 下 式 计算 
Bla <x<d]- 马 (=012…,K+D (7-42) 


如 果 需 要 得 到 概率 分 布 函数 ， 则 按 下 式 计 算 


Fa)=Plr<d]= b= DN, py (7-43) 
ey ey 


Nasat. z} 计算 ; 第 二 种 是 先 计算 功率 


。 这 里 仅 介 绍 第 一 种 方法 。 
自 零 均值 样本 x) ， 则 {x()} 在 时 移 z=rAt 处 的 


7.4.3 ” 自 相 关 函 数 
数字 法 计算 自 相关 函数 ， 有 两 种 方法 ， 甸 
谱 密 度 ， 再 对 功率 谱 密 度 进行 傅 里 叶 逆 变 
设 数值 序列 {x} (n=0,1,2,…， 
自 相关 函数 由 下 式 估计 


上 1 N-r-l 4 
A Rr 地 7=01…m) (7-44) 
式 中 ，r 一 一 由 从 裕 


加 一 一 最 检 时 移 数 ，m = a ， rmax 是 最 大 时 移 量 。 
由 统计 原理 知 ， 式 (7-44) 确 定 的 名 是 R 的 无 偏 估计 。 




























7.4.4 互相 关 函 数 

互相 关 函 数 的 计算 也 有 两 种 方法 ， 这 里 仅 介绍 直接 计算 法 。 

设 {%} 和 {y,} 是 来 自 两 个 平稳 样本 xD) 和 CD 的 数值 序列 ， 它 们 的 互相 关 函 数 ( 在 
T=rAt 时 ) 用 下 式 计算 : 


N-r-l 


及 ,Ca0= 2 En 
We (7-45) 
, (A) = = pL 


式 中 ，r ，m 含义 同 式 (7-44) 。 


2 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


7.5 ”程序 疲劳 试验 的 载荷 谱 编 制 


车 辆 零 部 件 的 疲劳 寿命 ， 主 要 用 道路 试验 或 室内 模拟 试验 鉴定 。 早 期 的 室内 疲劳 试验 是 
一 种 等 幅 加 载 试验 。 这 种 试验 方法 虽然 比较 简便 、 快 速 ， 但 由 于 车 辆 在 实际 工作 中 ， 经 受 的 
是 具有 随机 特征 的 变 幅 载 荷 ， 所 以 ， 等 幅 试验 的 结果 只 具有 比较 意义 ， 不 能 用 来 确切 预 估计 
寿命 。 随 着 随机 理论 及 试验 技术 的 进展 ， 在 室内 试验 台 上 ， 模 拟 实际 使 用 条 件 的 疲劳 试验 技 
术 得 到 广泛 的 应 用 。 

目前 有 多 种 室内 模拟 试验 方法 ， 其 中 重要 的 一 种 是 程序 疲劳 试验 。 它 是 把 实际 测定 的 载 
荷 ， 按 不 同 幅 值 排列 成 若干 个 等 幅 加 载 试验 ， 以 模拟 或 逼近 零 部 件 的 实际 使 用 状况 ， 只 要 试 
验 时 的 模拟 条 件 控制 得 当 ， 试 验 结果 就 与 实际 寿命 比较 接 可 大 大 缩短 试验 周期 ， 所 
人 

禹 部 试验 需 以 人 钉 的 实际 办 作为 模拟 信 提 % 多 节 介绍 实际 载荷 的 统计 分 析 方 法 。 
7.5.1 载荷 谱 的 概念 及 测定 

车 辆 的 实际 工作 载荷 大 多 属 随机 载 
特征 的 图 形 、 表 格 、 数 字 、 和 矩阵 等 统 
载荷 出 现 次 数 的 载荷 频次 或 
谱 图 [图 7.18 (b)]， 表 示 各 






















































































> Es. 通常 ， 把 表示 随机 载荷 统计 
荷 谱 。 载 荷 谱 常 见 的 形式 有 表明 各 种 不 同 大 小 
[图 7.18 (a)]; Nt 下 载荷 能 量 分 布 的 功率 
4 现 次 数 与 总 次 数 之 比 ) 的 直方 图 


-多 
7 RC 













% 人 相对 频次 


we 功率 谱 ~ 
站 Wn 


| 内 积 频 次 频率 线 信 
(a) (b) (9) 


7.18 ”载荷 谱 的 三 种 图 形 表示 

分 析 随 机 载荷 变化 过 程 的 统计 方法 有 两 种 。 

1) 功率 谱 法 

功率 谱 法 给 出 载荷 幅 值 的 均 方 值 随 频 率 的 分 布 ， 它 保留 了 载荷 的 全 部 信息 ， 是 一 种 较 精 
确 、 严 密 的 载荷 统计 方法 ， 但 数据 处 理 的 工作 量 大 ， 且 要 求 较 复杂 的 数据 处 理 设备 。 程 序 疲 
劳 试 验 通常 不 用 此 法 统计 载荷 。 

2) 计数 法 

计数 法 是 运用 概率 统计 原理 ， 把 载荷 变化 过 程 中 出 现 的 极 值 ( 峰 或 谷 ) 大 小 及 其 次 数 ， 或 
幅 值 (两 相 邻 峰 谷 间 的 差 ) 大 小 及 其 次 数 ， 或 穿 过 某 载荷 量 级 的 次 数 进行 统计 ， 得 到 表征 载荷 
量 值 与 其 出 现 次 数 (频次 ) 关 系 的 载荷 频次 图 。 这 种 统计 方法 简便 易 行 ， 数 据 处 理工 作 量 少 
所 用 的 数据 分 析 仪器 简单 、 便 于 实时 分 析 ， 但 不 够 严密 、 精 确 ， 赤 失 了 载荷 随 频率 变化 以 及 
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各 量 级 载荷 发 生 次 序 的 信息 ， 是 随机 载荷 的 近似 描述 。 程 序 疲 劳 试验 需 用 此 法 统计 载荷 。 
无 论 采用 何 种 方法 统计 载荷 谱 ， 首 先 需 获取 典型 条 件 下 的 载荷 时 间 历 程 。 载 荷 时 间 历 程 








该 路 面 上 实 隔 











非 电 量 的 电 测 法 测定 。 


























载荷 测定 时 ， 选 择 的 试验 条 件 应 具有 足够 的 典型 性 。 例 如 ， 试 验 路 面 应 选取 同一 车 (机 ) 
型 的 大 多 数 车 辆 能 发 生 破 坏 的 路 面 ， 而 且 应 尽 可 能 使 统计 上 发 生 的 重要 事件 能 足够 地 出 现 。 
为 此 ， 试 验 可 以 在 典型 的 综合 路 面 上 进行 ， 也 可 以 在 选 定 的 各 种 单一 状况 的 路 面 上 进行 。 试 
验 时 ， 行 车 速度 对 载荷 大 小 有 较 大 的 影响 。 如 果 在 综合 路 面 上 试验 ， 应 按 实 际 使 用 时 的 正常 
速度 行驶 ， 并 尽量 减少 驾驶 人 员 人 为 的 速度 控制 ;如 果 在 单一 路 面 上 试验 ， 试 验 车 速 可 根据 


















































F 均 车 速 选 定 ， 并 尽量 保持 稳定 ， 以 确保 试验 数据 具有 平稳 特征 。 为 了 提高 统 














计 精 度 ， 需 要 在 相同 条 件 下 重复 测定 3 一 5 次 ， 并 注意 测量 精度 。 研 究 表明 ， 实 测 中 如 果 带 有 


土 10% 的 测量 误差 ， 可 ns 








7.5.2 ”工作 载荷 谱 的 计数 法 处 理 


获得 载荷 时 间 历 程 记 录 后 ， 首 先 应 处 理 成 工作 载 ge 
) 载荷 过 程 的 平稳 性 检验 。 


(2) 


(5 





对 载荷 时 间 历 程 的 峰值 或 幅 值 进行 -“， 并 绘制 单一 (或 综合 ) 路面 的 实测 载荷 
累积 频次 图 。 


(3) 检测 或 确定 载荷 谱 的 概率 XK- _ 
(4) 各 单一 路 面 的 载荷 办 积 锋 交 轩 从 成 为 综合 载 共 时 各 频次 图 。 


) 确定 最 大 载荷 ， 并 帮 po 
现 把 实际 处 理 中 的 菜 皮 问题 介绍 如 下 。 
1) PA 
平稳 性 检 






作 


LF 行 。 对 单一 路 面 所 得 数据 应 具有 明显 的 平稳 性 ， 


WA 7.1 节 中 叙述 的 广 


否则 ， 应 控制 试验 条 件 重新 测定 。 
2) 计数 方法 





大 正极 值 


把 载荷 时 间 
特征 予以 计数 。 可 以 对 时 间 历 程 图 上 的 所 有 正 峰 或 负 峰 分 别 计数 [图 7.19 (a)]， 也 可 以 只 对 大 
于 均值 的 正 
级 )， 分 兄 
累积 频次 图 
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有 多 入 


从 不 同 角度 对 载荷 时 间 历 程 进 行 计 数 的 方法 ， 目 前 常用 极 值 计数 法 。 这 种 方法 是 








历程 曲线 波 谷 或 负 峰 ) 作为 实际 载荷 的 








人 











峰 或 小 于 均值 的 负 峰 分 别 计数 [图 7.19 (b)]。 实 际 处 理 时 ， 应 首先 求 出 载荷 平均 值 
然后 把 平均 值 (或 相对 零 值 ) 至 最 大 正 峰值 或 负 峰 值 间 的 幅 值 等 分 为 若干 等 级 (如 8 

















统计 落 入 各 载荷 级 的 正 峰 和 负 峰 出 现 次 数 ， 以 载荷 频次 (或 相对 频次 ) 直方 图 或 载荷 














标 出 。 








极 值 计 数 法 中 ， 还 可 以 对 两 相 邻 平均 值 交 点 (平均 值 线 与 载荷 曲线 的 交点 ) 间 ， 出 现 的 最 








(均值 线 以 上 ) 和 最 大 负极 值 (均值 线 以 下 ) 进行 分 级 计数 ， 如 图 7.20 所 示 。 


3) 计数 时 无 效 幅 值 的 剔除 








载荷 时 





间 历 程 图 上 ， 总 包含 大 量 对 零件 疲劳 寿命 没有 影响 或 影响 甚 小 的 微小 波动 ， 如 











7.21 上 的 “x ”点 。 通 常 在 计数 时 可 以 剔除 这 些 无 效 的 幅 值 ， 代 之 以 有 效 波 形 ( 图 7.21 上 


Ee 


车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 di 
以 虚线 连接 ) 。 但 是 , 无效 幅 值 的 确定 需 十 分 谨慎 不然 会 把 那些 本 来 对 疲劳 寿命 有 影响 的 载 
茶 幅 值 也 去 除了 ， 使 载荷 谱 的 测定 失真 。 实 际 处 理 时 ， 一 般 可 把 无 效 幅 什 定 为 最 大 幅 值 (各 样 
本 中 的 最 大 值 ) 的 10%。 不 同 路 面 上 的 各 次 试验 ， 计 数 时 应 取 同 一 无 效 幅 值 。 
族人 入 oo 让 话 瞄 谷 CIE 
o 负 峰 



































































































平 名 VA 
Ta Wi Wi 
人 论 (b) 
图 7.19 极 值 计数 法 图 示 NN 
* 平 均值 交点 < 
虐 谷 5 或 9 计数 点 
外 x 无 效 幅 仁 
1 9 或 计数 点 
ci i a 全 -于 由 
的 值 在 
平均 值 时 间 ~ 
时 间 




















图 7.20 通过 轨 移 值 的 极 值 计 数 法 图 
党 于 

4) 载荷 谱 的 分 布 形 及 检验 

在 有 限 里 程 内 测 得 的 载荷 谱 ， 是 车 辆 寿命 期 的 一 个 或 有 限 个 子 样 。 因 而 必须 用 数理 统计 
的 方法 对 子 样 进行 分 析 ， 进 而 推断 总 行驶 里 程 内 载荷 谱 母 体 。 
日子 样 推断 母体 的 关键 是 找到 载荷 谱 样本 函数 的 峰值 概率 分 布 函数 或 概率 密度 函数 。 通 
常 的 做 法 是 : 根据 已 有 的 经 验 和 资料 ， 先 假定 它 服从 某 种 理论 概率 分 布 ， 然 后 借助 于 统计 检 
验 手段 ， 确 认 假设 能 否 接受 若 否 ， 另 作 新 的 假设 或 自行 构造 概率 分 布 函数 ， 再 进行 统计 检 
验 ， 直 至 肯定 为 止 。 常 用 的 统计 检验 方法 有 概率 纸 法 和 x? 检验 法 。 
(1) 概率 纸 法 。 
邓 前 已 得 到 的 累积 相对 频次 ， 在 所 假设 的 理论 分 布 概率 纸 上 进 行 检验 。 习 惯 上 常 首先 按 
正 态 分 布 进行 检验 。 利 用 正 态 概率 纸 进行 检测 的 方法 可 参照 第 3.6 节 。 利 用 概率 纸 对 载荷 谱 
分 布 进行 检验 的 方法 简捷 直观 , 适合 工程 上 运用 , 但 不 太 严 格 ， 有 时 甚至 难于 得 出 肯定 结论 。 
(2) x 检验 。 
法 的 要 点 是 用 一 个 近似 好 分布 的 统计 量 , 来 检测 观测 值 概率 密度 函数 与 假设 的 理论 密 
度 函 数 的 差异 ， 再 研究 此 统计 量 的 抽样 分 布 ， 以 检验 原 假设 是 否 成 立 。x? 检验 原理 与 方法 可 
查阅 有 关 数 理 统计 书籍 。 


O= 


7.21 无 效 幅 值 图 示 
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为 了 确认 载荷 谱 的 分 布 形 ， 可 以 用 同一 组 观测 数据 对 几 种 不 同 的 理论 分 别 作 巡 检验 并 加 
以 比较 ,从 中 选取 理论 分 布 的 统计 量 ? 值 小 者 定 为 载 区 谱 分 布 形 。 巡 检验 理论 上 比较 严谨 ， 
而 且 切 实 可 行 。 
5) 单一 路 面 载荷 频 次 图 的 合成 
如 果 试 验 是 在 各 种 单一 路 面 上 进行 ， 则 应 把 分 别 得 到 的 载荷 累积 频次 图 合成 为 综合 载荷 
累积 频次 图 。 例 如 ， 候 定 某 载 荷 级 在 三 种 路 面 了 、IT、 人 上 的 黑 积 频次 分 别 为 、 坟 、 思 ， 
则 该 载荷 级 的 合成 累积 频次 为 






































n= + + = Dn 


依次 计算 各 载荷 级 各 自 的 合成 频次 ， 并 连接 诸 点 即 成 如 图 7.22 上 所 示 实 线 。 该 图 线 代表 试 验 
E Si+S,+S;(S,、S,、S; 为 相应 于 路 面 1、IIT、II 上 准 里 程 ) 的 综合 载荷 累积 频 





























次 图 线 。 在 零 线 处 ，n = no1 + no0s+no3 表示 总 试验 里 程 5 内 载 千 总 频次 , 其 中 0 、mp 、mm 分 
别 为 1T、 开 、 王 种 路 面 上 的 总 频次 。 


和 
最 人 加 从 


综合 盐 信 毗 积 频次 图 





积 频 次 图 








105 10% 累积 频次 
(对 数 分 度 ) 
oo fo" 


图 7.22 载荷 累积 频次 图 的 综合 和 扩展 

6) 最 大 载荷 的 推断 
由 于 获取 载荷 谱 的 测定 里 程 8 远 小 于 车 辆 的 实际 寿命 里 程 ， 因 此 ， 实 际 使 用 中 发 生 次 数 
较 少 的 最 大 载荷 在 测定 时 往往 不 会 出 现 , 这 就 需要 用 统计 方法 推断 最 大 载荷 及 其 发 生 的 概率 。 
推断 方法 有 以 下 两 种 。 
(1) 首先 确定 最 大 载荷 的 数值 ， 然 后 根据 此 数值 利用 载荷 分 布 形 计算 其 发 生 概 率 。 最 大 
载荷 的 数值 可 以 在 人 为 造成 的 极限 工 况 下 ， 实 测 而 得 ， 也 可 根据 机 构 运 动 的 约束 条 件 确定 。 

(2) 首先 确定 最 大 载荷 的 发 生 概率 ， 然 后 利用 载荷 谱 分 布 形 推断 最 大 载荷 。 目 前 ， 一 般 


2 















































is 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 E 
把 最 大 载荷 得 发 生 概率 取 为 105， 即 认为 累积 总 频次 为 10 中 将 出 现 一 次 最 大 载荷. 此 数值 可 
视 具体 被 测量 对 象 的 使 用 特点 做 适当 调整 。 
必须 注意 ， 无 论 哪 种 方法 ， 所 取 最 大 载荷 不 应 超过 届 服 极限 ， 理 则 应 适当 降低 最 大 载荷 
数值 。 
7) 载荷 谱 的 扩展 
为 了 把 最 大 裁 荷 反映 在 载荷 谱 图 上 ， 应 把 综合 载荷 累积 频次 图 进行 扩展 ( 见 图 7.22 上 的 
虚线 ) 。 其 方法 是 : 在 图 7.22 的 纵 轴 上 定 出 最 大 载荷 点 ， 横 轴 上 定 出 总 累积 频次 106， 计 算 频 
次 比例 系数 




















mo 
按 此 系数 依次 计算 各 载荷 级 相应 累积 频次 论 
ny = kn' NN 








据 此 绘 出 的 扩展 载荷 累积 频次 图 ， 常 称 工作 载荷 谱 。 NA 
L 


有 时 ， 为 了 便于 与 疲劳 寿命 曲线 联 用 ， A 
7.5.3 “程序 载荷 谱 的 编制 a :人 


程序 试验 时 ， 需 把 Der 于 程序 加 载 的 阶梯 状 程序 载荷 谱 。 图 7.23 
所 示 为 一 个 八 级 阶梯 程序 ， 它 是 在 除 7.22 的 基础 和 下 面 简 述 编制 要 点 。 


人 oo 小 小 


计 ， 可 以 把 载荷 谱 换算 为 应 力 谱 。 







VI 护 红 弘 备 办 积 琐 次 册 线 








图 7.23 程序 载荷 谱 


1) 分 级 方法 

有 多 种 分 级 方法 。 目 前 较 流行 的 是 : 把 工作 载荷 谱 上 的 最 大 载荷 已。 与 零 线 ( 常 以 零件 所 
受 的 平均 载荷 或 静 载荷 定 为 零 线 ) 间 变 化 范围 ， 按 一 定 的 载荷 幅 值 比 已 /局 (已 为 第 ;级 载荷 ) 
或 应 力 比 ac /am 分 为 若干 级 ， 形 成 阶梯 状 载荷 谱 。 各 载荷 级 召 的 频次 为 N; =n 一 n ， 其 
中 用, 及 用 对 应 的 载荷 为 (B+P,)/2 及 (P+P)/2。 

载荷 级 数 对 疲劳 试验 寿命 影响 很 大 。 级 数 越 少 ， 阶 梯 曲 线 对 连续 曲线 的 偏差 越 大 。 从 疲 
劳损 伤 相同 的 观点 出 发 ， 一 般 认为 八 个 阶梯 足以 代表 原 连 续 载 荷 谱 ， 故 大 多 采用 八 级 试验 程 
序 。 此 时 ， 载 荷 幅 值 比 可 参考 表 7-1 选取 。 
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表 7-1 载荷 幅 值 比 




















等 级 WM 
Pi /Pra 0.125 
图 7.24 是 我 国 某 研究 所 编制 的 东风 -50 拖拉 机 前 轴 的 八 级 程序 载荷 谱 。 表 7-2 是 其 相关 
数据 。 
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2) 加 载 次 序 的 确定 

有 四 种 不 同 的 加 载 次 序 来 实现 程序 加 载 ， 如 图 7.25 所 示 。 图 7.25 (a) 为 低 一 高 次 序 ; 
图 7.25 (b) 为 高 一 低 次 序 ， 图 7.25 (c) 为 低 一 高 一 低 次 序 ， 图 7.25 (d) 为 高 一 低 一 高 次 序 。 不 
司 的 加 载 次 序 对 零件 寿命 影响 很 大 。 研 究 表明 ，(c) 、(d) 两 种 次 序 的 试验 寿命 介 于 (a) 、(b) 
两 种 次 序 之 间 ， 比 较 接近 零件 的 实际 寿命 。 目 前 国内 外 倾向 于 采用 (c) 、(d) 两 种 加 载 次 序 。 

3) 总 循环 次 数 的 确定 

总 循环 次 数 由 所 期 望 的 零件 寿命 决定 。 例 如 ， 经 常 把 汽车 零件 的 使 用 寿命 定 为 30 一 40 
万 km。 于 是 ， 从 工作 载荷 谱 就 可 换算 出 总 循环 次 数 : 


ny 
Nm = 号 xSo (次 ) 































































































2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 ga 
式 中 ，5S 一 一 工作 载荷 谱 总 测定 里 程 ; 

期 望 寿命 里 程 : 

太一 一 S 测定 里 程 内 的 载荷 总 频次 。 























个 种 序 块 < 个 程序 所 


疾 |” 


(©) WW 
7.2S mw 


为 了 减 4 和 和 响 ， 试 验 时 , 短 把 总 循环 次 数 分 成 10 一 20 个 周期 进行 
加 载 ， Peng 加 载 周期 ) 必 pa 
NS A 
Hu 
式 中 ，w 一 一 程序 块 重复 数 (周期 
于 是 , 在 每 ei 例如 ， 对 
应 于 表 7-2， 若 选 定 N。=9x107 次 (相当 于 拖拉 机 1000h 工作 时 间 ) ，Hp=18， 则 Ni = 5x108 
次 。 这 时 每 一 周期 中 各 级 载荷 的 加 载 次 数 如 表 7-3 所 列 。 
表 7-3 


















载荷 级 | 载荷 值 /Nm 频次 累积 频次 
1 | 3oo | 5 2070 | Go99x10 | 79x10 
1 | 340 | 7 1530 | 35x10 | 43x10 
I 990 | 127xl0 | 17x105 









450 3.3x10° 5x10° 








4) 试验 程序 的 加 速 
为 了 提高 试验 效率 ， 可 以 采用 略 去 低 载荷 级 或 提高 载荷 ( 强 化) 的 方法 加 速 试验 进程 。 
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从 工作 载荷 谱 上 看 到 ， 低 载荷 级 的 频次 占 总 频次 很 大 比重 ， 而 它 对 寿命 影响 极 小 ， 略 去 
低 载 荷 级 可 加 速 试验 进程 。 可 略 去 的 低 载荷 级 有 以 下 几 种 。 

(1) 幅 值 小 于 最 大 载荷 10% 的 载荷 级 (计数 时 执行 ) 。 

(2) 小 于 1/2 疲劳 极限 的 载荷 。 

(3) 如 果 载 荷 谱 服从 正 态 分 布 ， 可 略 去 小 于 1.75 c (cr 为 载荷 幅 值 分 布 的 标准 差 ) 的 
载荷 级 。 

强化 试验 的 措施 是 基于 疲劳 累积 损伤 理论 。 对 于 钢 制 零件 ， 若 把 各 级 载荷 强化 40%， 则 
试验 寿命 减 至 强化 前 试验 寿命 的 110， 从 而 加 快 试验 10 倍 。 可见 强 化 措施 是 加 速 试 验 进行 的 
有 效 途径 。 但 强化 程度 应 以 零件 不 发 生 届 服 极限 为 限 ， 同 时 应 保证 强化 前 后 零件 损伤 的 部 位 
及 形式 不 变 。 








1， 随 机 性 检验 的 方法 有 哪些 ? c 
2. 如 何 进行 采样 ? 采样 处 理 的 依据 是 什么 ? 人 
3. 频率 混淆 现象 产生 的 原因 是 什么 ? WN 

4. 模拟 数据 处 理 与 数字 数据 处 理 有 何 区 别 

5. 工作 载荷 谱 编制 过 程 中 应 该 注意 

6. 简 述 现代 条 件 下 的 载荷 谱 处 理 
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第 8 下 
谱 密 度 分 析 技术 


人 发 7 
攻 -教学 月 标 - ~。 RS 
通过 本 章 的 学 习 ， 理 解 谱 密 理 方法 ; 掌握 谱 窗 、 泄 漏 的 概念 和 平滑 措施 ; 掌 
握 谱 密度 数字 处 理 的 相关 函数 水 ; 快速 傅 里 叶 弯 原理 ; 掌握 FFT 法 谱 密度 数字 处 
理 的 方法 以 及 频率 响应 枉 拷 和 优 瑟 男 雪 处 理 的 方 游 光 工 角 道路 表面 不 平 度数 字 谱 分 析 的 基本 

















方法 。 2 NS 
会, NA 说 
人 | 
知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 权重 
谱 密 度 的 模拟 清楚 处 理 原理 与 步骤 ， 掌 握 谱 密度 估 原理 与 步 又， 估计 方 差 、 偏 度 20% 
处 理 计 的 精度 及 分 析 参 数 的 选择 原则 误差 、 动 态 误差 ， 分 析 参 数 选择 | “” 
掌握 窗 函 数 、 泄 漏 的 概念 及 抑制 泄漏 i 
谱 窗 、 池 漏 和 平滑 | 的 措施 ， 了 解 平滑 处 理 方法 ， 以 及 抑制 ds eds 20% 
泄漏 与 平滑 处 理 的 关系 Wu 
清楚 自 谱 处 理 的 一 般 步 又， 掌握 分 析 
自 谱 计算 参数 的 选择 方法 ， 了 解 互 谱 处 理 的 基本 | ”相关 函数 法 20% 
原理 
了 解 FFT 基本 思路 ， 采 用 FFT 算法 时 
本 的 窗 函 数 ， 清 楚 比 例 因子 的 概念 及 选择 ,| jy on jg 
谱 密度 数字 处 理 | 了 解 平滑 处 理 、 自 谱 与 互 谱 处 理 的 一 般 | ， 快 速 传 里 叶 变换 法 20% 
步骤 
频率 响应 函数 和 | ”掌握 频率 响应 函数 和 凝聚 函数 处 理 的 i 
族 聚 函数 计算 方法 频率 响应 函 教 和 比 聚 函数 10% 
道路 表面 不 平 度 珊 路 面 不 平 度 的 统计 性 质 ， 路 面 > 
数字 谱 本 证 作 和 的 必用 不 平 度数 字 谱 分 析 方法 概 六 10% 
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8.1 谱 密度 的 模拟 处 理 


8.1.1 处理 原理 与 步骤 
由 式 (6-53) 推 知 ， 信 号 x(0D) 在 带宽 ( 帮 , 亡 ) 内 的 均 方 值 为 


w= | Ge (8-1) 
因此 ， 功 率 谱 密度 G.(/) 可 写作 
GD)= 各 1 ,1) - 吉 a Dd (8-2) 


式 中 ， 及 一 一 窄带 通 滤波 器 带宽 ， 及 = A/ ; 


7 一 平均 时 间 ; 全 


癌 (/0 一 带 通 渡 波 器 (中 心 频率 ， 带 宽 B,) 和 
式 (8-2) 是 模拟 法 测定 功率 谱 密 度 的 数学 依 锯 得 是 ， 从 有 限 长 度 样本 ,经 一 定 带 宽 B 渡 


波 后 得 到 的 谱 密 度 是 真实 谱 密度 G.(7) 的 


GN LL [a (8-3) 


它 满足 淡 





G.(/) 的 下 。 < 
(1) 用 带 er a 处 对 x(?) 做 频率 滤波 ， 得 到 xs (了 ,1) 。 
(2) 平方 友 (ft)， 得 蕊 (f',1)。 


3) 对 局 ( 帮 作 求 平均 ， 得 二 这 O"Od ， 
) UB 除 工 帮 总 UDar ， 得 对 应 中 心 频率 广 的 G.(7。 


(5) 改变 窄带 道 滤波 器 中 心 频 率 ， 重 复 上 述 步骤 ， 即 可 得 到 各 频率 处 的 G.( 了 ) 。 

实际 中 ， 实 现 上 述 运算 过 程 有 多 种 方案 ， 如 图 8.1 所 示 。 图 中 ， 方案 (a) 是 由 n 个 不 同 中 心 
频率 的 滤波 器 并 列 而 成 ， 它 可 对 x(t) 中 不 同 频率 成 分 同时 进行 运算 ， 从 而 缩短 分 析 时 间 ， 但 需 
要 大 量 的 窄带 通 滤波 器 和 均 方 器 ， 结 构 复 杂 ， 费 用 很 高 ;方案 (b) 是 不 同 中 心 频率 的 滤波 器 共 
组 均 方 器 ， 通 过 和 逐次 滤波 的 方法 实现 运算 。 此 方案 虽 可 以 省 少量 费用 ， 但 分 析 时 间 大 为 加 
长 ; 方案 (0) 以 一 个 中 心 频率 可 变 的 窄带 通 滤波 器 代替 方案 (a) 的 滤波 器 组 ， 使 设备 费用 明显 下 
降 ， 但 分 析 时 间 延 长 了 。 许 多 功率 谱 分 析 仪 采用 此 方案 。 方 案 (d) 采 用 外 差 式 线路 实现 滤波 ， 
一 般 也 是 逐次 滤波 ， 但 因为 只 有 一 个 中 心 频率 及 固定 带宽 的 滤波 器 ， da 从 
而 提高 了 谱 处 理 精度 。 四 种 方案 中 除 (d) 之 外 ， 滤 波 器 可 以 是 等 带宽 (带宽 为 常数 ) 的 ， 也 可 以 
是 等 百分比 带宽 (带宽 与 其 中 心 频率 的 比率 为 常数 ) 的 ， 方 案 (d) 的 让 波 器 只 能 是 等 带宽 的 - 
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(p) (9) 
Gg 潮 ) 泥 中 天 测 
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”了 
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谱 密 度 分 析 仪 原理 方案 








图 8.1 
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8.1.2 ” 谱 密 度 估计 的 精度 
GD) 的 估计 精度 由 下 列 诸 项 误差 决定 。 
1) 估计 方差 oz 
由 式 (8-3) 推 知 














EG( 站 -二 EC 有 


第 7.3 节 已 经 证 明 ， 巡 是 ws 的 无 偏 估计 ， 故 


a 1 1 eA 
HIG.NI=F 8) = | “ 禾 
因此 ， 一 般 情况 下 ， 有 < 








ER (8-4) 
式 中 ，o2 一 一 (1 的 方差， AN 
如 一 一 G.(/) 的 偏 度 训 凑 。 
由 式 (8-3) ， 并 运用 态 差 钢板 仿 及 性 质 ， 4 2, 有 
5 o2 =Z 险 Mei 
CR 
式 中 ， AN 方差。 
如 果 B, 充 分 地 小 ， 可 以 把 G.(/) 在 B, 内 近似 看 成 常数 ， 则 
yi(f,B.)=B.G.(/) 
在 m,=0 的 条 件 下 ， 由 式 (7-22) 得 
有 GO) 
BT T 
于 是 ，C@G,(7 的 方差 为 
B00) (8.5) 
相对 标准 误差 为 
gg: 1 (8-6) 








Wo GN BT 
式 (8-6) 表 明 ，G.(/) 的 估计 精度 与 滤波 器 带宽 B. 及 时 间 7 (采样 时 间或 积分 平均 时 间 ) 
有 关 。 B. 越 大 ，7T 越 长 ， 估 计 精 度 越 高 。 


Ee 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


2) 偏 度 误差 be 
式 (7-16) ， 并 考虑 G.(7) 按 泰 勒 级 数 展开 时 取 前 三 项 ， 得 到 G.( 了 ) 的 相对 偏 度 误差 为 





























[ei 


be _1/[B, 


er ry 0) 








式 中 , 4- 


Gr(/) 一 一 G.(/) 的 二 阶 导 数 。 
式 (8-7) 说 明 ， 偏 度 误差 的 大 小 与 比值 B./4(f) 有 关 。 它 是 因为 仪器 通 带 B. 太 宽 ， 分 辨 
力 不 够 所 致 ， 是 一 种 系统 误差 。 因 此 ， 只 有 当 B. 比 4(/) 足够 小 时 ， 才 能 减 小 偏 度 误差 。f 


式 (8-7) 知 ， 如 果 B, < 320), he <5 或 更 小 ， 对 谱 估 记 影响 就 很 小 了 


1 
2 














3) 动态 误差 


















上 述 两 项 误差 描述 了 样本 与 总 体 间 的 统计 i . 未 上 就 样本 而 言 ， 它 
的 统计 特征 是 一 个 客观 存在 的 确定 的 数值 9 沁 用 仪 内 列 色 交付; 














真实 估计 
输出 





估计 值 之 差 称 为 动 
， 由 人 的 动态 过 和 Ge 


过 六 小 
XxX 





滤 器 的 笨 和 革 也 要 经 历 动态 水 
定 ， 如 图 8.2 所 示 。 达 到 稳定 输 
需要 的 时 间 称 为 仪器 的 响应 时 间 ， 振 荡 中 超出 
稳定 输出 值 的 现象 称 为 过 冲 。 滤 波 器 响应 时 间 的 长 
短 与 它 的 带宽 B. 成 反比 ， 即 带宽 越 窄 ， 响 应 时 间 越 


| mam 长。 因此， 如 果 测量 信号 通过 滤波 器 的 时 间 短 于 响 
图 8.2 仪器 的 动态 过 程 应 时 间 ， 就 会 把 动态 过 程 中 的 过 冲 和 振荡 引入 测量 
结果 ， 造 成 较 大 的 动态 误差 。 经 验证 明 ， 要 使 滤波 
器 输出 值 的 波动 小 于 稳定 值 的 2%， 响 应 时 间 需 8/ B.~4/B,。 因 此 ， 只 有 使 被 测 信号 通过 滤 
波 器 的 时 间 大 于 这 一 时 间 ， 测 定 值 动态 误差 才能 小 于 2%。 
8.1.3 ”分 析 参 数 的 选择 原则 
以 上 讨论 表明 ， 谱 估计 精度 与 滤波 器 带宽 B.、 信 号 记录 长 度 T.、 滤 波 器 中 心 频率 的 扫描 
速度 R,、 积 分 平均 时 间 工 或 RC 电路 的 时 间 常 数 K 等 分 析 参 数 有 关 。 分 析 参 数 的 选择 应 考虑 
如 何 使 各 类 误差 控制 在 所 需 精度 要 求 内 。 现 分 述 如 下 。 
1) 滤波 器 带宽 五 的 选择 
B, 对 各 类 误差 都 有 影响 ,估计 方差 及 动态 误差 与 B, 成 反比 , 增 大 带宽 可 减 小 这 两 类 误差 。 
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但 却 会 增 大 偏 度 误 差 ， 降 低 分 辨 能力。 一般 来 说 ， 动 态 误差 可 以 用 调整 滤波 时 间或 扫描 时 间 
的 办 法 来 抑制 ， 因 而 B, 的 选择 主要 考虑 既 保证 较 小 的 估计 方差 ， 又 有 足够 的 频率 分 辨 力 。 通 
常 ， 为 保证 一 定 的 分 辨 力 ， 应 使 B. 不 大 于 x(?) 中 最 窗 谱 峰 宽度 的 1/4 一 1/3。 


2) 样本 记录 时 间 了 的 选择 
有 .确定 后 ， 应 使 相对 标准 误差 满足 













































































ces 有 

假 车 样本 记录 时 间 工 小 于 积 分 平均 时 间 工 , 则 以 T 代入 上 式 之 7 ; 车 >, 则 T 代 之 以 T,。 
这 就 说 ， 从 降低 统计 误差 的 角度 考虑 ， 精 度 要 求 越 高 ， 样 本 记录 时 间 应 越 长 ， 但 7 受 所 用 分 
析 仪 器 的 平均 时 间 的 限制 ，7T, 过 长 ， 样 本 信息 将 被 弃 去 ， 并 不 能 提高 统计 精度 。 一 般 7 取 略 
大 于 所 用 分 析 仪 的 平均 时 间 乙 即 可 。 sf 

3) 平均 时 间 了 7 的 选择 

对 于 一 定 长 度 的 样本 ， 当 B, 选 定 后 ， Rp 值 的 统计 精度 可 用 平均 时 间 了 控制， 
分 两 种 情况 考虑 。 2 


) 如 果 分 析 仪 采用 真 平均 线路 
| 
We J < cg (8-8) 
从 各 A (8-8)， 


1 
式 中 ， 7 — A l 
(av) 一 一 谱 估计 相对 标准 误差 的 许可 值 。 

显然 ，Z 不 能 过 分 小 于 四 ， 耕 则 原样 本 所 合 的 信息 可 能 丢失 。 反 之 ，Z, > ， 只 是 重复 
处 理 已 经 提供 过 的 信息 ， 并 不 能 提高 统计 精度 反而 延长 了 分 析 时 间 。 

(2) 如 果 分 析 仪 采用 RC 平均 电路 ， 为 了 使 江波 器 达到 稳定 输出 ， 必 须 满足 >4K (ZT 
是 RC 电路 的 平均 时 间 ， 天 是 RC 电路 的 时 间 常 数 ) 。 此 条 件 是 RC 电路 在 常 值 输入 下 达到 稳 
定 输出 的 条 件 ,对 于 随机 信号 的 输入 , 即使 满足 上 述 条 件 , 输出 仍 有 波动 。 据 分 析 , 当 双 > 4K ， 
且 BK >1 时 ， 波 动 的 相对 标准 误差 为 





























(8-9) 


将 式 (8-9) 与 式 (8-8) 比较 ， 得 到 
T,=2K 


所 以 常 把 2K 称 为 RC 平均 电路 的 有 效 平 均 时 间 ， 又 称 当量 平均 时 间 。 其 含义 是 : 用 时 间 常 数 
为 K 的 RC 电路 对 随机 信号 作 平 均 ， 经 过 4K 后 ， 其 输出 值 的 波动 幅度 cuc ， 与 平均 时 间 


2 


























车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 























7 =2K 的 真 平均 电路 输出 的 波动 相同 。 由 此 可 见 ， 在 相同 统计 精度 要 求 下 ， 用 RC 电路 比 真 
积分 电路 的 分 析 时 间 至 少 延长 一 倍 。 
由 式 (8-9) 可 知 ， 采 用 RC 平均 电路 时 ， 在 满足 7 = 4K 的 条 件 下 ， 其 统计 精度 仅 与 分 析 
仪 的 参数 B. 及 K 有关 ， 而 与 7 无关。 因此 ， 过 分 延长 分 析 时 间 7 是 不 必要 的 。 实 际 处 理 时 ， 
若 工 已 给 定 ， 可 选择 7./2<K<7T， 并 在 操作 中 使 T=4K 即 可 。 

4) 扫描 速度 R, 的 选择 


扫描 速度 是 指 单位 时 间 内 滤波 器 中 心 频率 的 变化 量 。 对 于 等 带宽 滤波 器 ，R, 的 选择 应 
考虑 以 下 诸 因 素 。 
(1) 保持 样本 的 统计 精度 。 当 了 及 B, 确 定 后 ，R, 应 满足 


伦 (8-10) 


PR 必 频率 的 暂 留 时 间 。 
和 时， 要 求 Th >4K ， 故 












































R,<S 


Fa 


即 样本 通过 滤波 器 时 间 (假定 它 等 于 平均 时 间 ) 应 小 于 滑 
(2) 满足 平均 电路 的 响应 时 间 要 求 。 采 用 R ， 












5 (8-11) 
(3) 和 出动 可 前 已 叙述 ， 要 使 理想 滤波 器 输出 的 动态 误差 
小 于 2%， 滤 波 器 需 有 4/ B,~8/ YI 时 


时 间 ， "六 

Ey B? J 
x < 全 ~ 仑 入 (8-12) 
els [平均 电路 ，R3g 人 Sio 和 式 (8-1 轨 中 选 小 人 对 于 RC 平均 
电路 ， 尺 ,五 we 和 式 (8-11) 中 选 仆 人 S$ 

若 采 用 等 百 分 化 带宽 滤波 器 ， 式 (8-10) 一 式 (8-12) 仍 适 用 ， 但 由 于 滤波 器 带宽 与 中 心 频 
率 成 正比 ， 故 R, 的 计算 值 在 各 频带 段 是 不 同 的 ， 应 选择 所 有 计算 值 中 的 最 小 值 。 
本 节 关 于 分 析 参 数 的 选择 方法 ， 原 则 上 可 适用 于 x(1) 其 他 各 统计 特征 的 模拟 处 理 。 如 果 
同一 样本 需 作 多 个 统计 特征 的 模拟 分 析 ， 一 般 应 以 谱 密 度 分 析 时 的 需要 为 准 。 









































8.2 ” 谱 窗 、 港 漏 和 平滑 


本 章 以 后 各 节 将 叙述 功率 谱 密度 的 两 种 数字 处 理 方法 。 为 了 便于 叙述 ， 首 先 介绍 数字 处 
理 中 的 谱 窗 、 汇 漏 和 平滑 的 概念 。 


8.2.1 窗 函 数 的 概念 


从 有 限 长 度 样本 得 到 的 谱 密 度 原 始 估计 值 5.(/) (区 别 于 后 述 的 经 平滑 处 理 的 估计 值 
SCA) ) 用 下 式 计算 





OO 
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SO0D= | RD dr (8-13) 
式 中 ，7 一 一 相关 函数 R(T) 的 最 大 时 移 。 

式 (8-13) 是 用 有 限 区 间 的 积分 来 估计 由 式 (6-47) 所 定义 的 真实 谱 密 度 5S.(f) 。 可 以 把 
5.(/) 看 成 是 S.(7) 在 [r,t] 区 间 截 断 的 结果 。 这 种 截断 必然 导致 误差 的 产生 , 是 谱 处 理 时 
必须 考虑 的 一 个 问题 。 

式 (8-13) 可 以 改写 为 























$= | ud)R De dr (8-14) 
式 中 ， 和 矩形 函数 
-| 站 论 (8-15) 
参照 第 1.2 节 中 式 (1-25) ，u(r) 的 傅 里 时 变换 为 从 
2 和 2arr。 兴 
U(f)= 2n/7, (8-16) 
Sr > (f=0) 
它们 的 图 形 如 图 8.3 所 示 。 根 据 傅 里 1 4 卷 积 定理 [ 式 (1-22)]， 式 (8-14) 可 写 为 
5.00= | $Y 7) 
Ss m2 A yg, prs) ie 
ew 
式 中 ， SO 他 里 叶 变 换 。 居 友 < 
SO 
1 
Er 0 本 





(a) (b) 


图 8.3 u(r) 和 U( 了 ) 的 图 形 
式 (8-17) 表明 : 5.(f) 是 5S.(f) 在 整个 频率 域 上 与 U(f) 卷 积 的 结果 ( f'=f 时 ， 
§.00)=27, | S$.) 通常 ， 把 矩形 函数 称 为 窗 函 数 ， 它 在 时 域 上 的 w(z) 称 为 矩形 时 移 
窗 ， 在 频 域 上 U(/) 称 为 矩形 谱 窗 。 时 移 窗 和 谐 窗 互 为 傅 里 叶 变 换 。 
8.2.2 ”泄漏 的 概念 
谱 密度 处 理 时 ， 和 矩形 窗 函数 的 存在 ， 使 5.(f) 相对 于 S,(7) 产生 畸变 。 例 如 ， 设 正弦 函数 
(= 入 sin(2zfi1+49) 的 自 相关 函数 为 RD) = 汶 cos2nfor [参阅 式 (6-39)]。 按 照 式 (1-33) ， 有 


2 人 





2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


2 Ho 
S$.(f)= 血 | cos(2nfor)e dr 
2 (8-18) 


= 全 [5U- 人 +6U+J 
即 频率 为 ,的 正弦 波 的 双边 功率 谱 是 在 频率 /处 的 两 个 脉冲 函数 。 如 果 以 单 边 功率 谱 表 





EN 
CUD= 2 6 加) (f=0) (8-19) 
将 式 (8-18) 代 入 式 (8-17)， 得 
5( 门 = 4 和 Jr ， | (0) 
27(f = fr 27(f + fo)Fn 


对 于 />0 的 情况 ， 令 太 和 忆 满足 0< 二 «fo 则 有 Ke 
5 0 全 ays 
相应 的 单 边 功率 谱 为 RS 


和 CR “Woof = fOr, 

入 忆 8-22 

IAA ee (8-22) 
它们 在 f= 处 得 最 大 值 ， 即 


G6. WE jn 7 
NS = fm 


G( 门 及 CC 门 8.4 所 示 由 由 由 于 积分 区 间 的 有 限 性 ， 使 G.(7 六 在 万 处 
的 脉冲 ， 变 成 以 大洲 心 的 加 2 型 型 连 Mk. 这 个 连续 函数 在 原来 的 脉冲 位 置 处 达到 最 
大 值 必 r, ， 从 而 形成 谱 i 成 为 主办 。 在 主办 两 侧 还 出 现 一 系列 小 峰 ， 称 为 副 准 。 
这 意味 着 ， 原 来 集中 于 一 个 频率 的 功率 ， 由 于 副 瘀 (后 边 将 讲 到 ) 的 存在 ， 被 分 散 到 一 个 较 宽 
的 频率 范围 上 ， 这 种 功率 分 散 的 效应 称 为 泄漏 。 泄 漏 效 应 的 产生 ， 降 低 了 谱 估 计 的 精度 。 


GN 


(8-21) 



































GN) 











ed 


(a) (b) 
图 8.4 ”正弦 函数 的 理论 谱 G.(/) 及 原始 估计 谱 G.(7) 
上 述 特例 可 以 推广 至 任意 类 型 的 函数 。 图 8.5 是 任意 函数 谱 估计 时 池 漏 效应 的 影响 示意 
图 .图 8.5 (a) 为 某 随机 过 程 的 真实 单 边 功率 谱 , 图 8.5 (b) 为 谱 窗 U(f") 。 按 卷 积 的 图 解 方法 ( 参 
阅 图 1.8) 得 到 原始 估计 值 G.(/) 如 图 8.5 (e) 上 的 实 线 所 示 。 图 8.5 (e) 中 虚线 为 G,(f) 。 由 图 看 
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到 ， 原 来 比较 光滑 的 G.(7) 曲线 ， 经 用 谱 窗 U(/) 卷 积 之 后 ， 得 到 的 是 一 条 具有 “ 皱 波 ”的 非 
光滑 曲线 。 皱 波 的 形成 ， 完 全 是 因为 谱 窗 函 数 在 主 瓣 两 侧 出 现 正 负 相 间 的 副 准 ， 使 G.(7) 偏离 
G,( 丰 所 致 。 这 种 偏离 就 是 统计 误差 中 的 方差 项 。 因 此 ， 为 了 减 小 统计 误差 ， 必 须 抑制 泄漏 。 


GN 
NN 
0 pa 0 








































广 
(a) 
对 (A") 翻 转 及 位 移 
py 
, 3 
区 GA 华 
OA Uf) 
h 
入 GYAN) 


GSU(/-/) 机 滋 2 


jo YY ar’ Gf) 


图 影 部 分 而 积 G(/) 


积分 | CUuU-mda “一人 





(e) 
图 8.5 ”泄漏 效应 对 谱 估计 的 影响 


Ee 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


8.2.3 ”抑制 泄漏 的 措施 

从 图 8.5 还 可 以 看 出 ， 泄 漏 的 程度 取决 于 谱 窗 副 辩 的 大 小 。 较 小 的 副 准 ， 使 乘积 G,(/") 
U( 有 一) 曲线 下 [图 8.5(d)] 的 负面 积 较 小 ， 于 是 G.(7) 曲线 具有 较 小 的 皱 波 。 因此， 为 了 抑 
制 泄漏 ， 应 选择 副 辩 较 小 的 谱 窗 函 数 。 
工程 上 ， 提 出 了 多 种 形式 的 谱 窗 ， 常 用 的 有 哈 宁 (Hanning) 窗 和 海 明 (Hamning) 窗 。 
1) 哈 宁 窗 
哈 宁 时 移 窗 的 函数 式 为 












































1 TFT 
二 | 1+ cos 一 UBs 机 
d(zr) 攻 | (8-23) 


0 中 zx/ 从 
相应 的 谱 效 为 KN 
DN=3U0N + wr- 者 也 (8-24) 


从 式 (8-24) 可 看 到 , 哈 宁 谱 窗 是 由 一 RE 形 谱 窗 U(f) 和 两 个 各 左右 位 移 一 、 峰 高 


2zw 
为 一 (7 的 谱 窗 迁 加 而 成 的 son 的 9 内] 国 中 忆 线 是 三 个 变异 矩形 谱 窗 。 
ai 人 
骏 、 NS 哈 宁 谱 窗 
7 












7 
信和 

7 类 
= 


2pw 27w Tw 





图 8.6” 哈 宁 谱 窗 的 构成 





比较 图 8.3 和 图 8.6 可 知 ,矩形 谱 窗 U(/) 的 主因 高 为 25, 宽 为 二 ， 第 一 副 六 的 高 约 为 


m 


主因 高 的 20%; 而 谱 窗 D(7/) 的 主因 高 为 5 ， 宽 为 之 ， 第 一 副 泊 高 约 为 主 激 高 的 2.4%。 可 


Tm 


见 ， 哈 宁 窗 的 副 准 有 明显 地 降低 ， 达 到 了 抑制 泄漏 的 目的 。 但 是 它 的 主 瘀 宽 却 加 大 了 一 倍 。 
这 就 是 说 ， 减 少 泄漏 是 以 展 宽 主 辩 为 代价 。 主 辩 的 展 宽 意 味 着 分 析 带 宽 扩 展 ， 从 而 使 功率 谱 
形 的 分 辨 能 力 降低 。 所 以 ， 为 了 减 小 统计 误差 中 的 方差 项 误差 ， 必 须 抑制 泄漏 ， 降 低 副 办 


OO 
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高 度 ， 但 导致 主 匆 展 宽 ， 分 辨 力 降低 ， 增 大 偏 度 误差 。 反之， 为 了 提高 谱 分 析 的 分 辨 力 ， 减 
小 偏 度 误差 需要 收缩 主 辩 宽 度 ， 但 导致 副 辩 加 大 ， 泄 漏 增加 。 因 此 ， 处 理 功 率 谱 时 ， 往 往 
需要 在 提高 分 辨 力 和 减 小 泄漏 两 者 之 间作 折 中 考虑 。 











2) 海 明 窗 
海 明 时 移 窗 的 函数 式 为 
0.54+0.46cos™e |r|<z, 
WwW(T) = Th (8-25) 
0 四 > 
相应 的 海 明 谱 窗 为 


W(f)=0.54U( nro2y /下 中 (8-26) 
Th Sr [ 


因此 ， 减 少 泄漏 的 效果 更 好 一 些 。 
功率 谱 处 理 时 ， 究 竟 选 用 哪 种 窗 函 
求 ， 并 结合 处 理 的 实践 经 验 决定 。 
必须 指出 ， 泄 漏 效 应 并 没有 使 滤 
人 人 和 
yw 











:= SO 
由 式 (8-20) 得 Wr 效 


村 


的 天 和 tz| sin2x(f 一 态 )r， sin2z(f + fo)r, 用 
spw 0 gener ye4 








可 见 ， 随 机 过 程 的 功率 并 无 损失 。 
8.2.4 ”数字 序列 的 窗 函 数 


采用 数字 技术 进行 功率 谱 分 析 时 ， 需 把 上 述 连 续 函 数 的 窗 、 汇 漏 的 概念 推广 到 离散 数字 
序列 的 范畴 。 
设 离散 自 相关 函数 为 Ru = R.(rA7) =E[x,%,] (%%、% 是 连续 信号 x(1) 第 n 点 和 n+r 点 

















的 采样 值 ， 时 移 数 r= 地 可 取 -%<r<+%w 的 整数 ) ， 则 按 式 (7-2) ， 单 边 功率 谱 的 离散 形式 可 
写作 
G.(f)=2At 了 R, cos2x1Af (8-27) 


对 有 限 长 度 记录 ， 时 移 z 只 能 取 有 限 区 间 -mr 到 zw ， 故 单 边 功率 谱 的 原始 估计 值 为 


Ee 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 











G.(f)=2At > R, cos2nfrAt (8-28) 
式 中 ，m= 池 为 最 大 时 移 数 。 
同 连续 情形 一 样 ， 式 (8-28) 可 改写 为 
G.(f)=2At > u,R, cos2nfrAt 
e 频 区 问 | 0. | 作 竺 分， 得 离 频 奉 0、 1 2 
[2Ar 2Atm 2Atm 2Atm 2Atm 
0 
m 2Atm 
G, =2At bp D 光 : 遇 uc (8-29) 
式 中 ，u 一 一 矩形 数字 时 移 窗 ， 由 下 式 定 义 站 
1> <m 
ww = | (8-30) 
相应 的 离散 传 里 叶 变 换 \> 次 
淡 U, -2 (8-31) 


称 为 矩形 数字 谱 窗 


1) 哈 宁 数 
哈 宁 数字 时 移 窗 
1 nr 
i! eos | a <m 
d,=12 m 
| 0 rl>m 
哈 宁 数 字 谱 窗 
应 -了 + + 
2) 海 明 数 字 窗 
海 明 数 字 时 移 窗 


0.54+0.46cos™ |r|<m 
w,= m 
0 a >m 
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errr 的 概念 类 ne, 并 有 相应 的 哈 宁 数字 窗 和 海 明 数 字 窗 。 


(8-32) 


(8-33) 


(8-34) 
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海 明 数 字 谱 窗 
WW. = 0.54U + 0.23U, +0.23U4 (8-35) 

8.2.5 平滑 处 理 

前 述 抑制 泄漏 的 措施 ， 是 通过 对 原 数 据 选 用 适当 窗 函 数 达 到 ， 反 映 在 频 域 上 的 效果 是 使 
G.(/) 的 皱 波 减 小 。 实际 上 这 一 效果 也 可 以 从 另 一 角度 达到 : 用 和 矩形 时 移 窗 得 到 G.(/) 或 G， 
然后 对 G,(C7) 或 G 进行 光滑 。 数 据 处 理 中 ， 常 把 原始 估计 值 在 频 域 上 进行 光滑 的 措施 称 为 平 
滑 处 理 。 平 滑 的 结果 得 到 一 条 较为 光滑 的 曲线 ， 从 而 减少 了 谱 处 理 的 统计 误差 。 

图 8.7 是 G,(b) 平 滑 处 理 示意 图 ， 图 中 实 线 是 G.(6) ， 虚 线 是 G,(K) 。 平 滑 处 理 时 ， 对 于 






































天 ~ i 天 一 1 k+l =~ ~ ri 
用 = 二 谨 处 的 信 值 参考 前 后 两 点 /= 了 和 /i = 本 的 @ ,和 G, 值 ， 以 圆滑 过 
Gn Gs 





渡 为 准 进 行 修正 , 称 修正 后 的 估计 值 为 平滑 估计 值 , 记 为 <& 


< 


Got 








0 ATA AT m 





图 8.7 平滑 处 理 示意 图 





平滑 处 理 时 ，G 用 下 式 计算 
| ee 
G: -站 Gu +60)+ (0 6 


ee (8-36) 
=4 tI + (k=1,2,…,m—1) 
在 k=0 及 k=m 处 ， 取 
6=i[6+6] 
人 _ (8-37) 
人 =3[6 +6, | 


式 (8-36) 和 式 (8-37) 是 平滑 处 理 中 的 常用 公式 ， 但 不 是 唯一 的 。 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 gm 
8.2.6 ”抑制 泄漏 与 平滑 处 理 的 关系 
为 了 建立 两 种 方法 的 内 在 联系 ， 先 分 析 选 用 哈 宁 数 字 窗 得 到 的 G: 。 参 考 式 (8-29) 得 


Gi =2A1 aR, cos 
ee (8-38) 
-2 Ro +2$ dR, eos +(- Da, | 
从 式 (8-32) 得 ，r=0 时 ，4d, =1; r= 二 a=0， 于 是 
GB: =2At Ro+2$ dR, eo (8-39) 
在 k=0 处 ,有 
Go ls 4 对 (8-40) 
另外 ， 如 果 采 用 延 形 数字 窗 ， 三 0 处 的 原始 估计 值 为 
G =2 | (8-41) 
在 k=1 处 ， 有 » 六 
沪 se -| (8-42) 





若 按 式 (8- on 得 
G = 二 了 [6 [6+6]= + 三 人 re 


把 上 式 与 式 (8-40) 比较 ， 得 





Ci=Gi 
同 理 ， 可 证 明 
= 
= 
可 见 ， 用 哈 宁 窗 作 抑 制 泄漏 处 理 ， 与 G.(/) 在 频 域 上 作 平 滑 处 理 等 价 。 数 据 处 理 时 ， 是 对 原 


始 数据 进行 抑制 泄漏 处 理 ， 还 是 在 频 域 上 作 平滑 处 理 ， 可 视 数 据 处 理 的 方便 决定 。 
8.3 谱 密度 数字 处 理 ( I) 一 一 相关 函数 法 


数字 法 计算 功率 谱 密 度 有 两 种 方法 :通过 对 平稳 数据 的 自 相 关 函 数 做 傅 里 叶 变换 得 到 ， 
称 为 相关 函数 法 ;@ 直 接 对 数值 序列 {x,} 进行 快速 传 里 叶 变换 (FFT) 得 到 ， 称 为 直接 计算 法 


@z 
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(又 称 为 FFT 法 ) 。 相关 函数 法 是 快速 傅 里 叶 变换 计算 方法 出 现 以 前 , 计算 谱 密度 的 传统 方法 。 
本 节 介绍 这 一 方法 的 计算 步骤 。 
8.3.1 自 谱 处 理 的 一 般 步 又 


设 {%}(n=0,1,…,N 一) 是 从 连续 信号 x(D) 按 采 样 定理 取得 的 离散 数字 序列 ， 其 均值 为 零 
[ 若 不 为 零 ， 可 按 式 (7-39) 处 理 为 零 ]。 它 的 自 相关 函数 可 由 下 式 计 算 











国 1 N-r-l ( 
人 Antr 8-43) 
N-r p> 
式 中 ，RR,=RR(rAn) 
x = X(nAt); 
Xtr = WA +TAD ; 伦 
运用 式 Ga ; 得 自 计 原始 信 计 什 为 SE 


JI N 
全 -2 +20R, < (= 0,1 ,7 (8-44) 
m 


r= Ly 






式 (8-44) 中 ，G 的 数目 与 自 相关 函 ts 从 而 充分 利用 了 所 有 自 相 关 信息 。 


车 选用 哈 宁 数据 窗 进行 抑制 波 并 得 到 平 滑 估 壕 值 [参阅 式 (8-39)] 
Bay 5 
本 (8-45) 
骏 、 -a RR em 玫 | 


R,=d,R (8-46) 


由 此 ， 用 相关 函数 法 计算 自 谱 时 ， 大 致 分 为 两 大 步 : (DD 计算 自 相关 函数 ，@ 对 自 相关 函 
数 进行 离散 傅 里 叶 变换 ， 具 体 步骤 如 下 。 
(1) 对 连续 信号 x(D) ( 零 均 值 ) 进行 采样 ， 得 到 个 数值 的 离散 序列 {x,} ， 并 按 第 7.2 节 
所 述 进行 必要 的 预 处 理 。 

(2) 按 式 (7-43) 计算 自 相关 函数 的 原始 估计 值 ， 得 { 尽 ,} 。 







































































(3) 选用 数字 窗 ， 若 选用 哈 宁 窗 ， 则 按 式 (8-46) 计算 自 相关 函数 平滑 估计 值 ， 得 { 久 ,}。 
(4) 对 不 同 频率 /= 一-， 以 训 代 入 式 (8-45) (着 选用 哈 宁 窗 )， 得 {G,] 。 

(5) 绘制 自 谱 图 C, 一 

ee -处 的 自 谱 ， 则 从 第 (3) 步 开始 ， 执 行 如 下 步骤 。 


)' 计算 fu 1、 让 、 /i 处 的 自 江 普 原 始 估计 值 : 


2 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


ml 了 
G, -2 +2> Rk, wo co 
Ee 匠 


Gi 及 Gi 的 计算 只 要 以 (Kk'-1)、(K'+D) 代替 驴 即 可 。 
(4)' 按 式 (8-36) 和 式 (8-37) 计算 自 谱 平滑 估计 值 ， 即 


DG +2D,G, (=0) 
Gu =I DG + DG + DG (kK'#0,m) 
DG, +2D,G, (k=m) 


式 中 





8.3.2 ”分 析 参 数 的 选择 


采用 相关 法 计算 时 ， ou 


1) 采样 间隔 
按 第 7.2 节 所 述 ， 通 常 先 对 (办 入 低 通 滤波 ， i ( 需 分 析 的 最 高 
nie 过 A1 = 


频率 ) 。 由 于 这 里 自 相关 
2) an 效 


















可 按 
驻守 (8-47) 
BAt 
选取 。 其 中 8B. 为 功率 谱 计 算 时 所 希望 的 分 辨 带宽 。 
3) 采样 容量 N 和 记录 长 度 也 
N 可 按 
N= 旋 (8-48) 
Coc 
选取 。 其 中 ce 为 式 (7-13) 定义 的 标准 误差 ， 可 根据 处 理 精度 要 求 给 定 。 
最 小 记录 长 度 
也 = NA (8-49) 





分 析 参 数 选择 的 是 否 得 当 ， 对 数据 处 理 的 精度 和 效率 影响 很 大 。 上 述 诸 式 仅 给 出 了 各 参 
数 间 的 相互 关系 ， 实 际 处 理 时 ， 操 作者 的 实践 经 验 有 助 于 分 析 参 数 的 正确 选择 。 
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8.3.3 ” 互 谱 处 理 简 述 


两 个 随机 过 程 的 样本 x(0 和 (0 的 互 谱 , 可 以 通过 式 (6-67) 所 定义 的 共 谱 4,,( 了 /) 及 式 (6-68) 


所 定义 的 重 谱 Bu(7) 来 确定 。 
由 式 (6-67) 和 式 (6-68) 运用 式 (6-43) ， 分 别 得 到 
A,(f)=4 | omeos?wrdr 





Bu(D)=4| VO)sin2nfrdr 
oO=j[LRs(D+RnGD] «< 
rn)=3[R,(®- 各 
运用 离散 傅 里 叶 变 换 式 (7.2)， 得 


如 < O. na 
\ 0 m 


汉 sg 
它们 init 疙 sy 


NS -al 1O one.| 
m 


m=-l 
B,(k)=4A1Y 户 sin 区 


r=1 


式 中 





式 中 
7 吉庆 
-h(a (k=0,1,:…,m) 
B,(D=B, (去 


D 


mAt 


0O =O(rAt) = 了 R,(rAD)+ R.(rAD) | 
> 1r。 
广 = 广 rAD)= 了 LA (rAD—R,(rAD)]| 


N-r-l 


6 1 
R,(rAf)=—— Tne 
0 De 


(8-50) 


(8-51) 


(8-52) 


(8-53) 


(8-54) 


Ele 
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N-r-l 
PAD = py Per 


为 了 提高 互 谱 估 计 的 精度 ， 需 分 别 对 共 谱 和 重 谱 的 原始 估计 值 进行 平滑 处 理 。 





宁 数 据 窗 ， 则 平滑 估计 值 为 


RE 
所 


B. ,(0)==B, ,(0) + ua 

4 (= 和 -D+ 了 4 D+ 入 (k+l) 
Bb. ,= (kD+3 1 (+B (k 

4 Me ti 和 
Bb. ,m= 也 (mm— A 


由 此 可 得 到 m+1 个 互 谱 平 滑 估计 值 ， 即 ,> 
人 RS -j6, (A) 


式 中 NS 
及 ela 
Ne jd BB | 


互 谱 密度 的 运算 步骤 可 参照 自 谱 的 运算 步骤 。 








8.4 快速 全 里 叶 变换 


根据 全 里 叶 变 换 的 帕 塞 伐 定理 ， 把 式 (6-21) 改写 为 
| 2 
w= ma OF 
并 与 式 (6-52) 比较 ， 得 到 
a 2 
SO0= 各 7 


| 
-tm os di (wo<f <+%) 





同 理 ， 有 


Ox 








若 选 











3 


(8-55) 


(8-56) 


(8-57) 


(8-58) 


(8-59) 
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G.()=lim 了 [os (0<f <%) (8-60) 












式 (8-59) 及 式 (8-60) 表明 ， 功 率 谱 密度 可 以 直接 通过 平稳 过 程 样 本 x(?) 的 傅 里 叶 变 换 ， 经 适 
当 运 算 后 得 到 。 它 是 直接 计算 法 求助 功率 谱 密 度 的 数学 依据 。 


对 于 有 限 长 度 样本 ， 得 到 谱 密 度 原 始 估计 值 为 





j= Josedl (8-61) 
相应 的 离散 形式 为 
N-i 2 
G.=6G.(f)= Pid 2 "从 (8-62) 
n=0 











式 中 ，% 同 前 ，n=0, 1,2, …, N-l 
/= 丈 - 到， 内 K 间 [0.] 作 起 so 0,1,: 


N= 工 ， 数 据 总 数 ，7 为 样本 长 度 ，A 


本 的 
多 = 各 e-em ， 称 为 信里 人 


n=0 


te 唐人 答 一 给 定 频率 罗 
算 。 1 由 exe -1 次 加 法 运算 。 当 N 较 大 时 ， 由 
于 计算 量 太 大 ， 法 难以 实现 。 直 . 





> 年 出 现 了 快速 传 里 叶 变换 (FFT) 的 计算 
i 枚 分 析 中 得 到 。 并 有 取代 相关 函数 法 的 趋势 。 快 速 传 里 叶 
变换 ， 是 一 种 叶 变 换 的 计算 机 多 > 它 可 使 运算 次 数 减 为 约 Nlog; N 次 ， 从 而 大 大 
节省 了 计算 机 占 委 时 间 。 同 时 ， 运算 次 数 的 大 量 减 少 ， 也 使 计算 机 因 有 限 字 长 引起 的 舍 入 误 
差 减少 ， 提 高 了 计算 精度 。 本 节 介绍 FFT 算法 的 基本 原理 。 
8.4.1 FFT 算法 的 基本 思路 


重 写 上 述 传 里 叶 分 量 











Nl 


X= x( 去 ]- De > 


式 中 ， 权 =erpwn 。 
本 X;、%, 分 别 是 变量 和 的 函数 ， 为 便 丁 氢 述 ， 不 妨 改 记 为 X() 和 x(m) ， 即 




















N=-1 
X= xmW™ (8-63) 
n=0 


二 





这 里 对 应 [0,2/.]，K 取 0, 1, 2,… ,NN 一 1。 为 了 适应 编制 计算 机 程序 和 提高 计算 效率 ， 假 设 数 
据 总 量 N=2” .实际 中 , 如 果 N#2”, 可 以 用 补 零 或 截断 数列 的 办 法 凌 整 为 最 接近 的 N'= 2” 。 
这 时 ， 需 补 (V'- NN) 个 零 ， 或 截 去 (N 一 和 N') 个 数据 。 








AA © 
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现 以 N=2? (m=2) 为 例 ， 说 明 FFT 算法 的 基本 思路 。 

首先 ， 把 十 进 制 整数 k 和 表示 成 二 进 制 数 : 
k=0,1,2,3—>k=(hh)=00,01,10,11 
n=0,1,2,3—>n=(mn)=00,01,10,11 


k=2k+ | (8-64) 


n=2n+no 
式 中 ， 丰 ,和 n,n 各 只 取 0，1 
十 是 式 (8-63) 表 为 





1 1 
X(hko) = 2 2 mW 6 (8-65) 


m=0m=0 
因为 W*”=ej”"*=1， 故 式 
Wntm 2h+h) 品 Wh+h) py "2 2 ‘ho py "2h +h) 
代入 式 (8-65)， 得 
1 I™, 
X(hk) = Eh 


m0 


ohhh)= 2 (2h+h) 
NG 


X(hk)=T koh) 
方程 组 (8-66) 中 ， 第 二 个 方程 由 第 一 个 方程 递 推 而 得 ， 它 是 FFT 算法 的 基本 思路 。 
为 了 看 清 这 一 算法 如 何 节 省 乘法 运算 (计算 机 占 机 时 间 主 要 取决 于 乘法 运算 次 数 ) ， 逐 个 
列 出 式 (8-66) 第 一 式 所 表示 的 方程 组 
x(00)=x(00)+x(10)W" 
x(01D)=x(0D)+x( DW" 


(8-66) 


则 








(8-67) 
(10)=x(00)+x(10)W- 
11)=x(0D+x( Dw? 
它 的 矩阵 表达 式 为 
38(00| [1 0 到 0|x00) 
x(0D| 0 1 0 到 |xoD (8-68) 
xd0| |10 mW 0|xd0 
wD lo 1 0 WlxdD) 


OO” 
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显然 ， 计 算 和 矩阵 元 素 x(00) 要 用 一 次 乘法 和 一 次 加 法 ， 而 计算 w(10) 时 ， 因 ?=-WV *”， 故 
n(10)=x(00)+x(Q10)W?=x(00) 一 xQ0)W 。 其 中 xQ0)W" 己 经 在 计算 w(00) 时 得 到 ， 所 以 
1(10) 只 需 作 一 次 减法 运算 即 可 。 同 理 ，x(01) 需 作 一 次 乘法 和 一 次 加 法 运算 ， 而 x(11) 只 需 
作 一 次 减法 运算 。 整 个 中 间 量 (hn) 需 作 四 次 加 法 和 二 次 乘法 运算 。 

方程 组 (8-66) 第 二 式 的 矩阵 表达 式 为 


























(00)| |1 WwW 0 0 x(00) 
m0OD|_Il WwW 0 0|-50D (8-69) 

m0)| |0 0 1 WwW: x(10) 

nD|I |0 0 1 Wi| LandD 
不 难 推 知 ，x,(hh) 也 只 eA WI - 形 !) 。 这 样 ， 0 














加 法 运算 。 当 NN 很 大 时 ， 两 种 方法 的 运算 次 数 相差 更 大 式 (8-66) 大 大 加 快 Nin 
里 叶 变 换 的 运算 速度 。 

必须 指出 ， 式 (8-66) 所 得 结果 (hh) 与 (ia) 比较 ， 避 与 石 互 换 了 位 序 。 若 
X(to) 按 自然 顺序 排列 应 为 


(ho) 总 共 需 作 四 次 乘法 和 八 次 加 法 。 但 车 用 式 (8-63) 广 和 yn 


2 
ol 
| xa0) | 
i 

但 x,(hh) 按 式 (8- a 3 引 内 十 进 制 数 的 排 网 


义 (00) > (00)] [xX(O0) 


_| aoD| 0, ,300) | | xO) 
(koh )= 0) 礼 台 (hh)= (0D) = XxX) 
wlll) wD)| | xXG) 


可 见 ， 式 (8-69) 表示 的 外 层 求 和 结果 是 乱 序 的 。 当 原始 数列 x(mno) 按 自然 顺序 排列 (x(00)， 
x(01),x(10),x(11) ， 计 算 结 果 吉 (hh)Ge6(00), 避 (0D),_(10),w(1D) 需 将 二 进 制 数 改 为 逆序 
蕉 (hw) 后 ， 才 是 对 应 的 傅 里 叶 分 量 (hh) 。 实 际 计算 时 ， 也 可 以 把 x(mnmo) 先 按 二 进 制 数 
位 的 逆序 排列 ， 然 后 按 式 (8-68) 和 式 (8-69) 计算 ， 所 得 结果 就 是 按 自 然 顺 序 排列 的 最 终结 
果 ， 即 


x(0)] fx(00) x(00)] Fx(0) 
x() | | xoD ， xdo| |zO) 
xz)|=| xdo|= rm) =) on [| wa 
xG)| | xdD xdD| | raG) 


将 (mom) 代入 式 (8-68) 和 式 (8-69) ， 得 到 相应 的 忌 (64)= X(65) ， 即 


2 人 
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x(00)] [XO) 
x(0D| | XO) 
x(10)| |XO) 
wD| [x6) 
显然 ， 这 种 形式 的 计算 结果 对 实际 运用 更 为 方便 。 


8.4.2 2 的 FFT 算法 


hb)= 


上 述 N=2? 的 FFT 算法 的 基本 原理 ， 可 以 推广 至 和 N=2” 的 一 般 情况 。 这 里 m 取 任 意 正 
当 和 N=2”" 时 ，k 和 nn 的 二 进 制 数 可 表示 为 
k=2™ tk +2 + 二 局 
(8-70) 
n=2" n+ 2" n+ 论 
于 是 ， 式 (8-63) 改写 为 A 
1 1 1 
Xk ka ho) = 访 攻 Ro" (8-71) 
m=0m=00 nn 
式 中 RS 
p= (Co + 2 ke, Nn Qi + 2 +) (8-72) 
W? 可 写成 ee 
变 = (2" kt+2" ht 六 
MX ， 


























以 A I NS (8-73) 
NOA We fi 
PN 
WE ht ht ht) 一 [we 二 "ze 二 中 
[| 
Wh 
上 式 推演 的 最 后 一 步 运用 了 ”=W”=1 而 得 。 
同 理 ， 式 (8-73) 中 第 二 项 可 化 为 
WS 2 th na) 一 WS) n, 2 
依 此 类 推 ， 式 (8-73) 中 各 项 均 可 作 相 应 简化 。 
把 简化 后 的 到 ?代入 式 (8-71) 得 到 
1 1 
下 ( ho) = > … >» X(N 2 …70) 
m=0m=0 n=0 
xWhY ne x WO ns xx (8-74) 


pa 2 
xW ht hh) 
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1 
ei 
hon on a0) = > x na" 


n=0 


1 
(2h+h) 2 ns 
(Kokina'.ino) = > (Kon ao No) We 


mo-0 


(8-75) 


1 
Xn(hohi** hk) = 2 (Koh ka no) We Sst 


m=0 


X (kk 2ko) = koh hk ) 


这 组 递 推 方程 表示 了 N=2" 的 FFT 算 法 方程 ,利用 该 组 方 种 个 数据 的 傅 里 叶 分 量 X( 


时 , 需 进行 约 Wxw/2 次 乘法 运算 和 Nm 次 加 法 运算 , 比 用 也 
次 加 法 运算 次 数 大 为 减少 。 这 是 因为 ， 式 (8-75) 实际 
了 个 方程 。 正 如 分 析 式 (8-67) 时 所 表明 nt 











) 所 需 的 V? 次 乘法 和 NGN-D 
m 个 求 和 式 ， 每 个 求 和 式 代表 
程 须 进行 一 次 乘 加 运算 ， N 个 方程 








i 
和 
WV”? ， 故 乘法 次 数 可 减少 一 六 。 所 以 实际 


共 须 入 次 乘 加 运算 。 但 N 个 方程 中 ， 由 于 RS 
上 N 个 方程 只 需 进行 V/2 次 乘法 和 NS 衣 渤 运算 ， 从 而 大 大 节省 了 运算 次 数 。 当 六 很 大 时 ， 


采用 re T 算法 目前 其 交流 行 的 重要 原因 。 


8.4.3 FFT 算法 的 信号 流程 图” 


















为 了 清晰 地 表示 A wn 8.8( 图 上 N=24 ) 所 示 信号 流程 图 来 
表示 。 利 用 该 ,显示 式 (8-75) a *， 并 能 提供 编制 FFT 法 计算 机 程序 的 概貌 。 
下 面 分 析 图 8.8 沼 % 池 算 规律 F 

(1) 对 于 N=2” 情 况 ， 有 1=m 纵 列 计算 数组 ， 对 应 于 式 (8-75) 的 m 个 求 和 式 。 每 个 纵 
列 有 个 结 点 ， 对 应 于 式 (8-75) 的 每 个 求 和 式 的 NN 个 方程 。 图 的 最 左边 列 出 了 输入 数据 组 ， 
它 按 自然 顺序 排列 。 图 的 最 右边 结 点 列 出 了 按 二 进 制 逆序 排列 的 输出 数据 组 [图 上 x,(n) 表示 
Xa(koh khks) J 

计算 按 从 左 向 右 的 次 序 进行 。 即 先 计 算 第 一 列 ， 再 依次 计算 第 二 列 、 第 三 列 、…… 、 直 


至 最 后 一 列 x (hoh…h 1) 。 
图 8.8 中 ， 











每 个 结 点 都 有 一 条 实 线 和 一 条 虚线 引入 ， 表 示 该 结 点 的 值 等 于 由 虚线 引 来 的 

















上 一 列 某 结 点 的 值 加 上 W? 乘 由 实 线 引 来 的 上 一 列 另 一 结 点 的 值 。 结 点 内 的 数字 表示 丈 的 宕 
指数 P。 例 如 ， 第 1=4 列 中 第 3 号 结 点 的 值 x%(3)=x%(2)+WV "xs(3); 第 1=1 列 中 第 7 号 结 点 


的 值 a(7)= x(7)+ 球 "x(15) ， 依 此 类 推 。 






































(2) 第 1 列 第 n 号 结 点 的 因子 W? 的 究 指 数 p 可 用 下 法 确定 。 
@ 把 该 点 序号 n 表 为 m 位 二 进 制 数 。 

















@ 把 该 二 进 制 数 右 移 m-1 位 ， 并 以 零 补 缺 左 边 空位 。 


图 把 右 移 后 的 闫 位 二 进 制 数 进行 位 序 颠 倒 ， 并 把 颠倒 后 的 二 进 制 数 表示 为 十 进 制 数 即 


得 p 值 。 


40 
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输入 数 织 计算 致 纪 
es 





40。 X(0) 
sR) xi X(8) 
xi(2) 。 XG) 
>» 53)  X(12) 

Dx) XGO) 
a wl5) X(I0) 
x46) X(G) 
wD x7)  X(14) 
x8) XO) 
»(9) xi(9) XO) 
:ON (10) XC5) 

入 xD X03) 
EGG) xi(12) XO) 
*D 013) x0D 
xi(14) X(7) 
(9 xi(15) X(15) 








图 8.8 NN 算法 的 信号 流程 
例如 ， 上 列 (3) 点 ，n= Be i 移 m-1=4 bs 位 序 颠 倒 为 1100 ->12 ， 则 
了 =12。 又 例如 x(7) 点 ， ny 1， 右 移 六 3 位 ， 得 0000 一 0， 则 疡 =0。 

由 图 8.8 看 到 ， Rs es 点 对 ， 它 们 的 输入 通路 来 自 上 列 中 同 








一 对 结 点 。 例如， 第 /和 3 的 第 =4 结 点 点 忆 (6) 的 值 ， 分 别 都 用 1=2 列 的 
和 (本 Si 计算 得 到 。 ri ) 和 (6) 也 不 再 用 来 计算 任何 其 它 结 点 。 因 此 ， 
把 同一 纵 列 中 民 闪 这 样 特点 的 两 个 结 点 [如 关 (4) 和 (6)] 称 为 对 偶 结 点 对 。 注 意 到 对 偶 结 点 对 

















加 (和 和 (6) 与 用 来 计算 的 输入 结 点 x,(4) 和 x,(6) 具有 相同 的 序号 所 以 可 把 计算 结果 六 (4) 和 
各 (6) 置换 原先 由 x,(4) 和 x,(6) 所 占用 的 计算 机 存储 单元 。 这 样 ， 整 个 计算 过 程 所 需 的 计算 机 存 
储 单 元 数 只 限于 数列 {x CD } 的 需要 数 ， 从 而 大 大 降低 对 计算 机 容量 的 要 求 。 
图 8.8 还 可 以 看 到 , 同一 纵 列 的 各 对 偶 结 点 的 间隔 相等 。 例 如, 1=1 时 ,间隔 gq -8 入 


























1=2 时 ， 间隔 =4= 立 1=3 时 ， 间隔 久 =2= 立 ， ……。 不 难 归纳 ， 第 1 列 的 对 偶 结 点 


的 间隔 -六 。 因 此 ， 某 一 结 点 xn) 的 对 偶 结 点 是 ai 村 ). 


利用 对 偶 结 点 上 述 特 点 ， 可 以 减少 计算 量 。 例 如 ， 对 偶 结 点 对 交 (4) 和 六 (6) 分 别 由 以 下 
两 式 计算 





(P= (D+Wx,(6) 
BO)=% (D+W (6) 








于 刺 4= -2 ， 故 











(6)=% (4 -Ww (6) 
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这 样 ， 只 需 进行 一 次 乘法 Wx,(6) 和 两 次 加 ( 减 ) 法 可 同时 算出 这 两 个 结 点 ， 


节省 一 次 乘法 运 











算 , 一 般 来 说 , 若 某 结 点 的 因子 为 W?, 则 对 应 的 对 偶 结 点 的 因 
所 以 对 偶 结 点 对 只 需 进 行 一 次 乘法 运算 即 可 ， 即 


v00=s00 ts nt] 








s(n 过] =x(n)—W? ( + 


(4) 每 一 纵 列 的 计算 从 结 点 n=0 开始 ， 顺 序 按 式 (8-76) 进行 。[ 




















为 及“ E 
于 大 2 。 上 

















a 

于 Wr?=_W” 2 
(8-76) 
于 对 偶 结 点 的 间隔 为 














4= 访 ， 所 以 每 经 过 仿 个 结 点 必须 进行 一 次 跳跃。 例如 ， 计 算 图 8.8 的 第 2 列 时， 在 计算 
1= 0,12,3 结 点 时 ， 同 时 可 得 到 相应 的 对 偶 结 点 4,5,6,7 的 值 。 因此 , 算 完 0,1,2,3 号 结 点 后 ， 
应 跑 过 写 =4 个 结 点 ( 即 4,5,6,7 四 结 点 )， eK 0,11 的 值 , 并 同时 得 到 12， 
13,14, 15 结 点 的 值 ，……， 依 此 类 推 。 直 至 n>N 下 1 列 计算 。 

(5) 输出 数组 xD= (5 … 大 1) 是 按 之 进 序 排 列 的 ， 它 与 所 要 求 的 XX(k)= 








美 (ka… 刀 ) 的 排列 不 一 样 。 因此， 必须 
傅 里 叶 分 量 关 (kK) 。 这 种 位 序 颠 倒 的 过 





到 的 十 进 制 整数 。 例如, 图 8.8 上 x 0100) 可 与 xu 


图 8.9 为 图 8.8 上 办 出 和 有 化 序 
无 ( 品 =X( UK … 司 ) 就 按 上 自然 顺序 排列 。 










… 如 -进行 位 序 颠倒 ， 才 能 得 到 所 需 的 


1 互 换 实现 。 其 中 j 是 整数 按 二 进 制 位 序 颠 倒 后 得 
0)=x(2) 互 换 ， 即 得 XC2) 和 和 (4) 。 
。 整 席 J] 下 按 序 进行 。 整 序 后 的 最 终结 果 

， 为 了 避免 已 被 交换 过 的 


点 再 次 被 





交换 , 应 检查 7 是 否 比 ww 小) 者 7<m， 人 已 被 交换 过 , 不 应 再 交换 。 
No iho hs ka hs) 2 Xkss hs hs ho) XA 
入 0 x000 0 MO 0 0 0) XO0) 
1 x(0001) Mo 000D XD 
2 xl001 0 MO0 0 1 0) AX2) 
3 x001D XO 0 10 xX) 
4 0 100 XO 100 AM) 
s x010 0 XM0 1 0 1D MGS) 
6 x0110 MO 110) 6 
7 xO1 1 XO LD) XD 
8 xl 00 0 Xl 00 0) xs 
9 wl 00 0 MI 0010 x) 
10 xl 01 0 Xl 01 0 AX(10) 
ll _ xl 0 1 1D XI 0 1 0 XL) 
Il xl 1 0 0 MI 1 0 0 XI2) 
13 xl 1 0 1 MI 1 0 1 AX(13) 
14 x 110 MI 10) XI4) 
15 al 1 1 0 MI LT1D MIS) 





图 8.9 整 序 过 程 示意 图 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


最 后 ， 尚 需 指出 ，FFT 算法 在 实际 应 用 中 有 多 种 方案 。 它 们 大 都 是 在 上 述 基 本 思路 的 基 
础 上 变异 而 来 ， 读 者 如 有 需要 ， 可 参阅 相关 著作 。 


8.5” 谱 密度 数字 处 理 ( 林 ) 一 一 FFT 法 


8.5.1 采用 FFT 算法 时 的 窗 函 数 
设 六 CD) 是 平稳 过 程 {x(D)} 的 一 个 样本 ， 则 
亏 ( 门 = x (De 


=| J (8-77) 
=X vy i 
式 中 ，x(?) 一 一 假想 的 {x(n)} 匹 限 长 样本 ， SN 与 xy(1) 完全 等 同 ; 

(有 /) 一 一 x(i) 的 傅 里 叶 变换 ; 


au(0 一 一 矩形 时 域 窗 ， 与 式 (8-1 
U0) 一 ul 的 全 里 时 变换 ， 电 A _ 
把 式 (8-77) 与 式 (8-14) 或 i 比较 可 知 ， 法 求 谱 时 ， 是 对 相关 函数 (或 


功率 谱 真 值 ) 使 用 窗 函数 ; Re waa : 限 长 样本 或 其 人 里 时 变换 使 用 
窗 函 数 。 


实际 处 理 时 ， RR | 泄漏 ， 若 采用 海 明 窗 ， 需 对 整个 时 序数 据 进行 改造 ( 乘 窗 
函数 ) ， 延 长 巴 多 香 时 间 。 因 而 ， 常 以 1/ 人 3 起 化 的 数字 窗 代 之 ， 它 的 函数 式 为 


ea 47<l|<7/2 
1 0 


4 
c(D)=]1 四 <107 (8-78) 
0 人 >=7712 
其 图 形 如 图 8.10 所 示 。 采 用 此 窗 ， 只 需 对 20% 的 原始 数据 进行 改造 ， 而 80% 的 原始 数据 仍 保 



































持原 值 ， ee 的 实际 窗 函 数 。 


cD 











-772 0 T2 上 


图 8.10 余弦 坡度 窗 函 数 


OO 


一 一 一 一 _ 道 密度 分 析 技术 第 8 章 | 


8.5.2 ”比例 因子 的 概念 及 选择 





FFT 法 计算 谱 时 ， 除 矩形 窗外 ， 其 他 形式 的 数字 窗 都 会 使 原始 数据 产生 牌 曲 。 图 8.11 为 
说 明 这 种 牌 曲 的 示意 图 。 从 图 上 看 到 ， 两 图 形 所 示 信 号 的 总 功率 显然 已 经 不 相等 了 。 因 此 ， 
车 要 保持 原 信号 的 总 功率 不 变 , 必须 对 图 8.11 (b) 所 示 信 和 号 的 计算 结果 进行 修正 一 一 乘 以 某 比 
例 因 子 K。 







































































乒 始 数据 
溢 灶 形 窗 
x(Du(n) 











原始 数据 
小 哈 宁 窗 
x(D)d(D) 


图 8.11 5 
若 原 始 数据 的 总 功率 RS ~ 
7/2 
芭 吕 =7 上 [ 
0 后 的 芯 功 率 变 为 


>/ 产 = 子 扩 > dt 
要 保持 总 功率 不 变 ， 则 应 有 





7/2 7/2 
| ,0dr=K | erOrOPd 
式 中 ，F0D 一 一 选 定 的 某 类 型 数字 窗 。 
当 V(t) 选用 矩形 窗 x(0 时, 在 -7T/2<t<7T/2 内 有 V(t)=u(t)=1, 于 是 K=1。 说 明和 矩形 
窗 对 信号 总 功率 没有 有 影响。 因此， 工程 上 常 


7/2 ， 
| (Ddr T 




















匡 运 























i (8-79) 
| V2(Ddt | V2(Ddt 
-7T/2 -7T/2 
定义 为 比例 因子 。 运 用 上 式 得 
哈 宁 窗 
Kk=8 
3 
余弦 坡度 窗 


EXe 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


六 = 
0.875 


实际 计算 中 ， 由 FFT 法 求 得 的 功率 谱 值 需 乘 以 K ， 即 得 G 。 














8.5.3 平滑 处 理 


对 G 的 平滑 处 理 可 以 采用 原始 数据 的 分 段 平 滑 ， 也 可 以 用 频率 平滑 ,应 根据 具体 情况 选 
。 例 如 ， 对 于 有 限 带 宽 白 噪声 ， 建 议 用 下 述 公式 处 理 
































G. -6 (8-80) 
式 中 ，G, 一 一 i=0 到 1-1 点 的 谱 原始 估计 值 。 


8.5.4 自 谱 处 理 的 一 般 步骤 < 


FFT 法 计算 自 谱 时 ， 可 按 下 列 步 又 进行 。 
(1) 测 取 入 =2" 个 采样 点 的 数值 序列 {x 2 ,N-1 .如果 N=2n 的 条 件 不 满足 ， 





用 补 零 或 截断 数列 的 办 法 凑 整 。 


(2) 用 式 (8-75) 计 算 {x i 
(3) 鸡 RAR 
(4) 用 式 (8-62) 计算 oa 网 因 : 网 K, 从 


2A Wa 


(5) 如 有 以 副 2 用 适 : on -80)] 计 算 自 谱 的 平滑 估计 值 6, 。 


8.55 > 之 般 步 又 


设立 (D) 、yz(i) 各 来 自 平稳 过 程 {x(7)} 和 {y(D)} ， 则 它们 的 互 谱 可 按 下 列 步 骤 计 算 。 

(D 从 立 (D 和 y(t) 上 各 测 取 N=2” 个 数字 序列 ， 得 {x,} 和 fw}， 并 用 前 述 方法 各 凑 整 
至 N=2”。 

(2) 对 {6} 和 {y,} 分别 使 用 数字 窗 。 

(3) 用 式 (8-75) 分 别 计算 {x,} 和 {y,} 各自 的 傅 里 叶 分 量 X(k) 和 Y(k) 。 

(4) 用 下 式 计 算 互 谱 密度 的 原始 估计 值 


= Or (8-81) 












































式 中 ，X(D 一 一 X( 的 复 共 思 ; 
天 一 一 比例 因子 。 
式 (8-81) 可 参照 式 (8-62) 的 导出 过 程 得 到 。 
(5) 如 有 必要 ， 选 用 适当 方法 对 G.,(k) 作 平滑 处 理 ， 得 到 G,(k) 。 
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8.6 ”频率 响应 函数 和 凝聚 函数 处 理 


8.6.1 ”频率 响应 函数 处 理 


系统 的 频率 响应 函数 可 以 通过 测定 系统 的 输入 x(D 和 输出 y(1) 的 方法 获得 。 下 面 叙 述 求 
取 方 法 。 
设 x(t) 和 y(t) 已 获得 ， 用 前 述 方法 获取 输入 谱 的 估计 值 C,(b 及 输入 输出 间 的 互 谱 估 计 


值 G,(k) 后 ， 即 可 按 式 (6-79) 得 
中 (8-82) 


式 中 ， 记 -= 广 ( 志 ee 
式 (8-82) 是 及 (/) 的 复数 形式 。- 电 i 故 G.( 有 ) 也 是 实 值 量 ,而 (A) 是 复 


值 量 ， 于 是 ， 由 式 (6-80) 得 号 
嘱 芝 Ml 0 


区 (A) 


EY Bb 2 
-he 7 | (8-84) 


式 中 ，p 一 一 > 9 相 角 ; 
(有 一 一 G,(k) 的 相 角 ; 
A,( 有 一 一 G(R) 的 实 部 ; 
和 (有 ) 一 一 G,(k) 的 虚 部 。 
G,(k) 和 人.(k) 车 用 相关 函数 法 求 得 , k=0,1,…,m ; 车 用 直接 计算 法 得 , k=0,1…,N 一 1。 














(8-83) 


8.6.2 ”凝聚 函数 处 理 
式 (6-93) 可 得 凝聚 函数 的 估计 值 为 

















Fp [6, ol _ 人 D+ 记 (D 
GMOP GG 
式 中 ， 和 (有 ), 记 (有 ),G.(D,G,(k) 均 可 用 前 述 方法 得 到 。 
关于 多 输入 系统 的 频率 响应 函数 和 凝聚 函数 的 处 理 ， 可 参阅 有 关 书 籍 。 


(8-85) 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


8.7” 谱 分 析 应 用 实例 一 一 道路 表面 不 平 度数 字 谱 分 析 








道路 表面 不 平 度 是 激 起 车 辆 振动 的 主要 因素 之 一 ， 它 直接 关系 到 行驶 平顺 性 、 零 部 件 可 
靠 性 等 。 通 过 对 路 面 不 平 度 的 统计 分 析 ， 可 以 建立 车 辆 振动 系统 的 输入 统计 模型 ， 以 便 定量 
研究 系统 响应 ， 并 为 合理 选择 整 车 (机 ) 振动 系统 的 参数 提供 数据 。 此 外 ， 路 面 不 平 度 的 统计 
数据 也 可 以 作为 制定 路 面 等 级 和 维修 规范 的 参考 。 
由 于 自然 季节 的 交替 ， 路 基 的 沉陷 以 及 运输 机 械 的 反复 作用 ， 使 路 面 表面 的 状态 不 断 发 
生变 化 ， 而 呈现 随机 特性 。 运 用 概率 统计 和 平稳 过 程 理论 ， 可 以 获得 路 面 不 平 度 随机 变化 的 
统计 性 质 。 

本 节 从 汽车 路 面 不 平 度 的 直观 分 析 ， 给 出 它 的 统计 特征 ， 噶 8$1 叙 述 不 平 度数 字 谱 分 析 的 
实际 步骤 。 这 些 步骤 原则 上 也 适用 于 拖拉 机 路 六 过 程 的 数值 分 析 。 


8.7.1 ”路 面 不 平 度 的 统计 性 质 





















































1) 不 平 度 的 直观 分 析 
观察 一 条 道路 , 首先 映 入 眼帘 的 是 和 这 是 一 种 超 低 频 的 趋势 部 分 ， 
使 路 面 不 平 度 具有 非 平 稳 性 。 ER 低频 的 趋势 远大 于 汽车 轴 距 ， 可 用 第 7.2 节 所 叙 








述 的 方法 予以 取消 ， 把 路 面 不 a 平稳 过 程 处 理 。 
道路 的 表面 质量 ， ~ 2 六 A (低频 ) 和 较 大 的 幅 值 (如 破坏 严重 
较 小 的 凸凹 不 平 具 有 较 短 的 波长 


土路 的 不 平 度 最 : 一 30cm) ， 
(高 频 ) 和 较 小 的 幅 信 心 一 下 中 等 程度 的 凸凹 不 平 介 于 高 、 低 频 之 间 ， 
不 平 度 幅 值 在 量 级 以 内 。 sf 幅 值 更 小 nh 通常 难以 直 
接 观 察 到 。 实 践 让 明 ， 对 汽车 的 振动 和 疲劳 影响 较 大 的 是 不 平 度 的 低 、 中 频 部 分 ， 其 上 
致 在 0.05 一 5 周 /m 范围 内 ， 对 应 的 波长 为 20 一 0.2m。 利 用 公式 
f=Q2V (8-86) 
可 以 把 长 度 频 率 .Q ( 周 /m) 转换 为 时 间 频 率 f( 周 /s) 。 式 (8-86) 中 信 为 汽车 车 速 (m/s) 。 若 车 速 
三 36km/h=10m/s， 那 么 ， 在 0.05 一 5 周 /m 的 范围 内 ， 将 激发 汽车 在 0.5 一 50Hz 的 频带 内 的 振 
动 。 这 正 是 对 汽车 振动 影响 较 大 的 频率 范围 。 对 于 高 频 的 路 面 不 平 度 ， 由 于 充气 轮胎 对 凸凹 
不 平 具有 碾 平 作 用 ， 对 汽车 的 振动 的 影响 不 大 ， 可 以 略 去 。 

分 析 汽 车 振动 时 ， 除 上 述 路 面 不 平 度 外 ， 还 应 计 及 汽车 四 轮 的 实际 轮 红 不 平 度 之 间 的 关 
系 。 不 难 推 想 ， 汽 车 左右 轮 略 上 超 低 频 的 趋势 部 分 儿 乎 完全 一 致 。 典 型 的 搓 板 路 面 ， 轮 斩 的 
低频 部 分 的 相位 差 极 小 ， 两 轮 边 的 不 平 度 实际 上 十 分 相似 。 典 型 的 扭曲 路 面 ， 两 轮 红 的 不 平 
度 相似 程度 很 弱 ， 这 是 由 于 扭曲 路 轮 红 不 平 度 的 相位 差 所 致 。 一 般 路 面 上 ， 两 轮 红 不 平 度 的 
相似 性 介 于 搓 板 路 和 扭曲 路 之 间 ， 且 随 不 平 度 频率 的 增加 ， 其 相似 性 有 逐渐 减弱 的 趋势 。 

当 汽 车 各 车 轮 所 感受 的 路 面 不 平 度 互 不 相同 ， 汽 车 将 被 激 起 三 种 形式 的 角 振动 : 横向 角 
振动 、 纵 向 角 振动 以 及 扭转 角 振动 。 与 此 对 应 ， 可 定义 


EO=arcton sO (8-87) 
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为 路 面 横 向 角 不 平 度 。 其 中 ，x(t) 、y() 为 左右 轮 狼 上 沿 道路 纵向 长 度 变量 +t 的 不 平 度 ，B 

















为 汽车 轮 距 。 定 义 
A(t) =arctan 2D—zt+H) 2D -s+H) (8-88) 
H H 
为 路 面 纵向 角 不 平 度 。 其 中 ， :0O=JDO+yO]， 万 为 汽车 轴 距 。 定 义 
s()=é() -E(t+H) (8-89) 
为 路 面 扭转 角 不 平 度 。 

















路 面 角 不 平 度 描述 了 汽车 行驶 中 ， 左 右 、 前 后 车 轮 狼 不 平 度 之 间 的 差异 及 相位 关系 。 

2) 不 平 度 的 统计 描述 

如 果 在 道路 上 选 一 基准 水 平面 ， 于 其 上 沿 道路 走向 做 Os t 轴 做 基准 面 的 牌 
x I 
















































































面 ， 则 两 垂 面 与 道路 表面 的 相交 之 曲线 ， 分 别 记 为 x(1) 图 8.12 所 示 。x(t) 及 y(t) 
即 为 道路 表面 相对 于 基准 的 不 平 度 。 
FD) 
| rd 
x(D) hh |] 本 
| 
5 I 
随 基准 水 平川 


图 8.12 ”路面 不 平 度 示 意图 


如 上 所 述 ， 可 以 把 自然 条 件 、 修 筑 及 使 用 条 件 基本 相同 的 路 面 不 平 度 的 总 体 看 成 一 个 随 
机 过 程 ， 记 以 {x()} 及 {y(D) 。 假 定 它们 的 统计 性 质 不 随 1 而 变 ， 则 {x(D)} 或 {y(n)} 是 一 平稳 
过 程 。 对 实际 路 面 的 统计 分 析 表 明 ，x(?) 及 y(t) 近似 为 正 态 分布 ， 且 可 以 认为 具有 各 态 历 经 
性 。 当 需 研究 左右 轮 狼 不 平 度 关系 时 ， 可 把 路 面 看 成 xf) 和 y(t) 构成 的 二 维 随机 过 程 ， 记 为 
{fx(0}，{f2>(0} 。 这 时 ， 不 仅 需 研究 它们 各 自 的 统计 性 质 ， 还 需 研究 它们 之 间 的 相互 联系 的 统 
计 性 质 。 
设 x(t) 、y(t) 的 均值 m,=0 及 m,=0， 它 们 的 自 、 互 相关 函数 有 
R.(1)= ELx(Dx(t+)] 
R,(D)=E[y(Dy(t+)] (8-90) 
R, (1)= ELx()y(t+)] 






































相应 的 自 、 互 谱 为 


Ee 
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SCO)= [RO 
S (CO)= [RD (8-91) 
SoCO)= | Rs (De dl 


式 中 ，/ 一 一 长 度 位 移 ， 相 当 于 式 (6-32) 或 式 (6-40) 中 的 时 移 r， 

2 一 一 长 度 频率 ， 周 Im， 相当 于 式 (6-47) 或 式 (6-62) 中 的 时 间 频 率 f。 

相关 函数 R(1) 及 功率 谱 密 度 分 别 在 时 间 (长 度 ) 域 上 和 频率 (长 度 频率 ) 域 上 描述 了 道路 不 
平 度 的 统计 性 质 。 

在 所 设 m,=0 及 m,=0 的 条 件 下 ， 当 1=0 时 ， 参 照 式 (6-23) 及 式 (6-52)， 有 


ot = = 三 演 





0 =y? = x )do (8-92) 
0%=ys = ss(0) RS, (QQ 
式 中 ， 一 方差 ， 表 示 不 平 度 的 波动 各 让 、 





R.S,( 人 2) 一 一 S,( 人 2) 的 实 部 (有 功 
另外 ， 车 记 x(t) 、y(D) 泪 区 换 为 
党 xm- 上 i 


2 — 


那么 ，x(1) 、 让 互 谱 可 表示 为 “/ 


5.(0)= limF XOX(O) 

S$,(02) =lim YCOY(O) (8-93) 
2 一 

Su(O)= limF XUD)Y(O) 


式 中 ， 7 一 样本 长 度 ; 
XX(Q)、Y(0) 一 分 别 为 (Q)、Y(Q) 的 共 斩 复 数 。 
自 谱 S.(Q2) 、5,(Q) 在 频率 域 上 描述 了 不 平 度 的 强度 分 布 ， 可 以 用 来 判断 何 种 频率 成 分 之 
不 平 度 占 优势 。 在 m, =0,m =0 的 条 件 下 ， 功 率 谱 在 整个 频带 上 的 积分 描述 了 不 平 度 的 方差 。 
由 式 (6-69) 及 式 (6-70) 知 ， 互 谱 可 表 为 

Su(O)= ls, CO] (8-94) 


























1 
S,( 人 9) 一 一 S$, (02) 的 模 ， 又 称 互 振幅 谱 ，|S, (2)|=[ ReS, (2))*+(ImS,(2)); 
ImSu(O) 一 一 Su(C2) 的 虚 部 ; 


©O~ 


式 中 ， 
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ReS,(0Q) 一 一 S,( 人 2) 的 实 部 ; 





9,(Q) 一 一 S,(02) 的 相 角 ， 又 称 互相 位 谱 ，09,(02)= | 于 多 


ReS, (0) 
互 振幅 谱 |S。(O)| 表示 频率 为 2 时 ， x() 的 振幅 与 y(1) 的 振幅 之 间 的 相互 关系 。 互 相位 
谱 9,(Q) 表示 x(D) 与 y(D) 同 频 分 量 间 的 相位 差 。 
假若 把 汽车 左右 轮 竹 不 平 度 xD) 、y(t) ， 设 想 为 某 假想 系统 的 输入 和 输出 函数 ， 则 由 
式 (6-93) 知 ， 它 们 之 间 的 凝聚 函数 为 
£0 (8-95) 
显然 ， 当 K3。(Q)=1 时 ， 表 明 系 统 不 受 噪声 干扰 ，x(t) 与 司 有 严格 的 线性 关系 ; 当 
K2(O2)=0 时 ， 表 明 两 者 毫 无 关系 ， 系 统 完全 受 噪声 的 影 常 ， 用 信 噪 比 度量 噪声 对 信 


号 的 影响 程度 ， 即 信 噪 比 A- 
Sn A (8-96) 
on = 1 A 


路 面 谱 分 析 时 ,， 有 时 把 路 面 角 不 飞 y (1!) 和 c(t) 的 功率 谱 S:( 人 2)、5,(Q) 和 5S.(0) 


称 为 横向 角 谱 、 纵 向 角 村 井 才 2 们 与 x(1) 、 YA 的 自 互 谱 有 如 下 关系 ; 
名 _ [S$.(02)+ : ReSu(O)] 
Gsm B50 +2Res, (oO) 人 
i 一 2 厅 


入 SO)=2(-cos2r200)5.(0O) 

车 x(1) = ?(D， 则 由 上 式 得 8:(2)=0, 典型 的 搓 板 路 面 即 属 此 例 ; 若 x(1) = -y(D) , 则 5.(Q2)= 
8( -cos2rC25)S.(C2) ， 理 想 的 扭曲 路 面 即 属 此 例 。 运 用 式 (8-97) 计算 路 面 角 谱 时 ， 考 虑 到 
1 
4[5,(2)-5,(2)] 

自 谱 ， 因 此 ， 只 需 计 算 8 (2) 、5,( 人 2) 而 不 必 计 算 互 谱 5,(02) 。 

实际 中 ， 如 果 需 研究 汽车 的 横向 或 纵向 角 振动 时 ， 可 选择 横向 角 谱 Se(42) 或 纵向 角 谱 

5S, (2) 作为 汽车 振动 系统 的 输入 。 如 果 需 要 研究 汽车 的 扭转 角 振动 时 , 可 选择 扭转 角 谱 5S.(02) 

作为 系统 输入 。 
上 述 路 面 不 平 谱 的 讨论 中 ， 谱 密度 是 长 度 频率 Q 的 函数 。 利 用 式 (8-86) ， 可 以 把 长 度 频 

率 的 谱 S(Q) 转换 为 时 间 频 率 了 的 谱 S(f) 。 两 者 具有 下 列 关 系 

SOD)= SCO) (8-98) 

如 果 不 平 度 用 lcm 表示 ， 则 S(.Q) 的 量 纲 是 (cm)2 周 /m， SCA) 的 量 纲 是 (cm)2 周 /s。 

工程 实践 中 ， 路 面 谱 的 处 理 除 上 述 特征 参数 外 ， 还 经 常 给 出 下 列 两 个 重要 特征 参数 ; 


2 















































ReSu(O)= ， 其 中 8 (2) 、S CO2) 是 中 间 量 yz=x(D+yD 、v=x0-yY(GO 的 
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1 
[orsconao | 

No = 一 二 一 一 一 

| SC2)d02 
| I oso 

Np = 一 一 一 

| .028(D2)d2 
式 中 ，N 一 单位 长 度 内 不 平 度 曲线 穿越 零 值 的 期 望 值 ， 
N, 一 单位 长 度 内 不 平 度 曲线 峰 ( 谷 ) 数 的 期 望 值 。 

比值 Ye 可 用 来 表征 路 面 不 平 度 的 频带 宽度 。 

















0 


8.7.2 ”路 面 不 平 度数 字 谱 分 析 方法 概述 < 


图 8.13 所 示 为 路 面 不 平 度 分 析 的 流程 ， 下 三 狗 次 说 明 各 框 功能 。 


RS 










将 u,v 启 散 化 得 全 
tar Dy E0112, oo 
Nl, N=TAr 









[7J 川 FFT 算 法 计算 


的 





[9] 咱 道 FET 让 氏 不 平 度 的 [13] 谱 估计 的 帝 们 | 区 间 


1. 让 机 关 声 数 Sy 5 
2 机关 在 信 计 特 庶 珠江 Mh gy SS KAO 


[432] 计算 





路 而 不 





图 8.13 路面 不 平 度 谱 分 析 流程 


加 
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(8-99) 


(8-100) 
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框 [1] 决定 不 平 度数 字 谱 分 析 的 参数 。 其 主要 参数 有 以 下 几 项 。 
OO 分 析 梢 度 2 ， 其 其 中 E(S) 为 功率 谱 的 数学 期 望 ， 描 述 功率 谱 分 布 的 中 心 趋势 








o(5) 为 功率 谱 的 标准 误差 ， 表 示 功 率 谱 相 对 其 均值 的 波动 程度 。 显然 比值 2 越 小 ， 分 析 


精度 越 高 。 分 析 之 前 ， 首 先 需要 确定 比值 。 
@ 谱 分 析 带 宽 或 分 辩 率 B. ， 表 示 谱 曲线 横 坐 标 离散 点 的 细密 程度 。 
@ 取样 长 度 7 是 测 取 不 平 度 时 的 样本 长 度 。 
分 析 精 度 、 分 析 带 宽 及 样本 长 度 三 者 之 间 有 下 述 关 系 


A (8-101) 





E(s) VB7 
原则 上 ， 2 的 值 起 小 而 7 值 越 大 ， 精度 越 高 。 但 AR 


因此 ， 在 满足 工程 要 求 的 情况 下 ， 可 以 折 中 选择 。 当 给 定 分 析 精 度 要 求 后 ， 为 了 
提高 分 辨 力 ， 须 增加 样本 长 度 ， 反 之 ， 为 ,XK 叶 间 ， 就 只 能 降低 分 辨 力 。 
框 [2] 路 面 不 平 度数 据 的 测量 。 站 
























路 面 不 平 度数 据 的 测量 有 以 下 两 
@ 模拟 测量 法 : 党 记录 上 得 到 左右 轮 铀 上 不 平 度 的 模拟 信号 
法 由 入 WO) 科 0). 六 

0 简单 在 道路 纵 剖 面 上 等 距 Ar 读 取 不 平 度 的 
字 序 列 。At 人 ”和 框 说 明 。 


Ne a 
< 

202 

截断 频率 Q 的 确定 可 参阅 第 8.3 节 所 述 。 于 是 ， 由 x(D) 及 v(n) 采样 得 离散 序列 {u) 及 
人 》， 其 中 mr0,12,…,N-1， 而 N=7T/1AL。 

框 [4] 检验 {u} 及 {v,} 的 平稳 性 。 

本 框 的 功能 是 判断 {1} 及 {fw} 是 否 潜 含 非 平 稳 的 趋势 项 。 通常 情况 下 ， 可 采用 7.1 节 所 
述 的 方法 检验 。 如 果 分 析 要 求 较 严 , 或 目 视 法 不 能 作 明 确 结论 时 , 可 采用 游程 ( 轮 次 ) 检 验 法 。 
具体 方法 (原理 可 参阅 有 关 统 计 书 籍 ) 如 下 。 

将 {fu} (或 ) fy 人 你 交 区 ，2 ，…，02。 设 其 中 值 为 o?， 
当 g? zo? 时 ， 记 以 “+” 号 ; 当 o?<o? 时 ， 记 以 “-” 号 。 于 是 得 到 m 个 正 负 观测 值 序列 。 
车 m=20， 且 序列 为 

党 ee ee te 党 -六 、 尝 

可 知 游程 数 r=5。 一 般 来 说 ， 若 m 个 观察 值 是 同一 随机 变量 的 独立 观察 值 ， 且 出 现 “+” 或 
“-” 的 次 数 相 等 ， 那 么 序列 中 游程 数 的 抽样 分 布 是 具有 如 下 均值 和 方差 的 随机 变量 : 


2 





值 ， 得 到 
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ER EE 
ms (8-102) 
2 4(m-D) 





利用 游程 数 的 分 布 函 数 作 平 稳 性 检验 时 ， 其 假设 是 “同一 随机 变量 m 段 独立 观察 值 序 
列 中 没有 明显 的 趋势 ”， 即 假设 “+” 的 观察 次 数 等 于 “-” 的 观察 次 数 ， 序 列 的 游程 数 x 的 抽 
样 分 布 由 表 8-1 给 出 。 




















表 8-1 游程 分 布 表 (满足 Plr> me |= ) 





























C 
m/2 0.99 0.975 0.95 0.05 0.025 0.01 
5 2 2 3 8 9 9 
6 2 3 3 10 10 11 
7 3 3 4 二 上 次 12 12 
8 4 4 5 pKP 13 13 
10 5 6 | ,Nas 15 16 
11 6 | TANA 16 16 17 
12 7 好 | .W|I wm 18 18 
13 7 8 ER | 1 19 20 
14 8 9 NXP | 19 20 21 
15 9 XM uu |xXeo 21 22 
1 Zr SN ED 了 E 
25 TA” 1s fr” | 3 33 34 
30 22 37 39 40 
35 25 27 43 44 46 
40 30 31 48 50 51 
45 34 36 54 56 57 
50 38 40 59 61 63 


表 8-1 给 出 了 满足 概率 P[r > mpzz]=c 的 mp 值 上 述 假设 的 接受 域 为 mana <r<moaap 
对 于 上 述 所 举 m=20，+ =5 一 例 ， 取 显著 性 水 平 xc= 0.05 ， 则 查 表 8-1， 得 出 
Ta-al2 = Tio097s =6 
rz.a12 = Tio00s =15 
因 +=5 落 在 区 域 (6，15) 之 外 ， 故 拒绝 上 述 假设 ， 即 认为 (或 b, ) 中 潜 含 有 非 平稳 的 趋势 项 。 
车 同时 计算 m 段 的 均值 ， 可 判断 均值 是 否 平稳 。 
框 [S| 对 {4} 及 {o,} 作 数字 滤波 。 
经 检验 判定 fu } 及 {bo,} 为 非 平稳 时 ， 则 转向 框 [5]， 对 {uw} 及 fo} 进行 数字 滤波 ， 其 目 
的 是 滤 掉 其 中 非 平稳 的 趋势 部 分 。 实际 上 , 如 路 面 有 很 大 的 坡度 (均值 非 平稳 ) 和 起 伏 ( 方 差 非 
平稳 ) 时， 无 须 检验 就 可 转向 框 [5]。 


[@ Es 
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可 以 用 7.3 节 所 述 的 最 小 二 乘法 去 坡 的 方法 消除 趋势 项 。 趋 势 项 消除 后 的 不 平 度 为 
w=, —(at, +b) (n=0,1,:…,N—1) 
计算 机 上 用 数字 滤波 的 方法 实现 上 述 运算 。 路 面 不 平 度数 字 滤 波 的 实质 是 : 设计 一 个 滤 


















































波 器 ( 即 给 出 滤波 器 的 频率 响应 或 响应 函数 ) 使 不 平 度 的 数据 及 避 经 滤波 后 ， 保 留 平稳 项 ， 
去 挤 长 坡 非 平稳 的 趋势 项 。 为 此 ， 需 要 设计 一 个 低 通 滤波 器 ， 选 其 脉冲 响应 函数 为 
- 攻 
10= 亏 。 4 (8-103) 
对 应 的 频率 响应 函数 为 
iD 1 | 
万 (jO)= 人 (8-104) 
式 中 ，4 一 滤波 器 的 时 间 常 数 。 竣 
该 滤波 器 的 六 功率 点 为 NN 
2= } oy (8-105) 
z 2xANYY 


1 
由 此 得 4= 1 SS (8-106) 
2r2 2 

实际 计算 路 面 不 平 度 时 ， 纪 选择 。 若 取 3 =0.05 周 /m， 即 表示 不 


oy 2 
平 度 在 0.05 周 /m 处 的 功率 1 半 。 hao 全 而 h(34)=h(15) = <0.01。 


因此 ， 平 均 时 间 选择 sn BR 区， 以 
和 的 不 下 为 WO) ， 于 是 低 通 汪 波 注 的 答 出 为 
NX =[ hc 多 “Da 
20= | ADue Dd = | ue-D) 


相应 的 离散 式 为 


At M 
5 EMA[u(r+n) +u(r—n)] (8-107) 
a] 


式 中 ，n=0,1,2,…,N-l。 

具体 计算 时 ， 由 于 数据 的 有 限 性 ， 利 用 镜面 反射 关系 ， 当 n+r>N 时 ， 取 u(r+nn)= 
U(2N 一 rr 一 n); 当 r-n<0 时 ， 取 u(r 一 n)=u(n 一 r+])， 而 M 取 不 小 于 34 的 最 小 整数 。 
原始 数据 邮 减 去 低 通 滤波 器 的 输出 z, ， 最 后 得 不 平 度 的 平稳 序列 {2} 
































， Ai 
二 二 的 一 车 扩 站 


用 同样 的 方法 ， 可 得 到 平稳 序列 {0} 
如 果 经 检验 {u} 及 {ov,} 是 平稳 的 ， 可 由 框 [和 直接 转向 框 [6]。 

框 [6| 去 均值 形成 数据 {%,) 及 {y,}。 

由 式 (7-36) 及 式 (7-39) 得 到 零 均值 平稳 序列 {x,} 及 {y,) 。 为 适应 FFT 算法 要 求 ， 当 数据 


Exe 


M 
De ur tm)+u(r—n)] (8-108) 
r=0 
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总 数 Nz2" 时 ， 
其 中 ， 工 满足 N+L=2”"'(m 为 满足 2"” < N 的 最 大 整数 ) 。 
前 个 数据 由 式 (7-39) 获得， 后 工 个 数据 为 0。 

框 [7] FFT 算法 计算 x 及 yy 的 自 谱 和 互 谱 。 
































可 在 第 x 及 yy 点 后 ,添加 工 个 零点 , 即 当 N<n<N+L-1 时 , x, =y,=0。 
于 是 待 分 析 的 数据 个 数 为 V+ 工 ， 


运用 式 (8-63) ， 参 照 8.4 节 所 述 方法 ， 得 离散 傅 里 叶 分 量 针 ,、 以 及 它们 的 共 思 复 数 
二 、 均 ,计算 时 NN 代 以 N+L。 然后， 参照 式 (8-62) 得 到 x, 及 yy 的 自 谱 和 互 谱 的 原始 估计 什 














WE 

















式 中 ， 和 一 对应 频 素 人 3 = 地 ( 同 /m) 





， RN 1， 


一 一 等 于 (N+ DAt。 








计算 时 ， 因 xj、 罗 增加 了 三 个 aaa 算 结 果 进 行 修正 ( 季 以 二 二 
5 ( 
pay 总 (= 之 
NX SR 
§ (A)= 
框 |81 决定 平均 点 数 Ci+D， 计算 相合 的 3 六 均值 ， 对 谱 作 最 后 的 半 滑 处 理 。 


2i+1=(N+Z)AIB. 
参照 式 (8-36) 得 到 平滑 估计 为 
Ky = 


i (A 


si 


DA 


5, pe 


5$, (= 


296 


(8-109) 


， 得 到 


(8-110) 


(8-111) 


(8-112) 
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框 [ 包 一 框 [12] 利用 上 述 结果 计算 路 面 不 平 度 的 其 他 统计 参数 。 可 参照 本 节 前 述 相应 公 
式 进 行 。 

框 [13] ” 谱 估 计 置 信 区 间 。 
由 统计 原理 知 ，KS(k)/S(k) 是 满足 自由 度 为 的 妇 分 布 , 其 中 自由 度 K=2B,T，S(k) 
为 真实 谱 。 因 此 ， 给 定 置信 概率 1- x 时 ， 可 从 数理 统计 表 中 ， 查 得 如 4 及 如 so 的 值 ， 
并 计算 S(b) 的 置信 区 间 









































KS(k)/ x2 (a <S(k) < KS(K)/ Yon) 
其 中 ， 社 (am 满 足 P[X>xwy]=012。 
以 上 概述 了 路 面 不 平 度数 字 谱 分 析 的 全 过 程 。 利 用 上 述 步骤 ， 可 以 获得 下 例 路 面 谱 。 
设 不 平 度 的 截断 频率 2 =1013 周 /m， 取样 间隔 Ar= m 。 选 定 带宽 分 辩 率 到 = 
1/6 周 /m， 若 分 析 精 度 c(S)/ E(s)=1/3， ee 4m，N =T/At=360 。 由 于 


2* =256<360<512=2”， 须 添加 L=512-360=15 $。 加 零 后 数据 总 长 度 7 =(N+ 工 ) 
At=76.8m。 由 式 (8-111) 得 2i+1=7,B, x13。 人 m 长 的 不 平 度 数据 ， 要 求 以 0.15m 的 
间隔 取样 ， 为 了 给 出 512 个 数据 ， 原 记 好 


外 间 152 个 零点 ， 使 记录 扩大 至 76.8m。 谱 的 平 
滑 估 计 需 要 在 13 个 相 邻 的 谱 值 上 进行 


抽 率 范围 是 -10/3 一 10/3 周 /m。 
为 了 获得 置信 区 间 ， 计 汉 自由 


BT=18, -a 从 x 分布 查 
a 2 390 
8,6.05 一 


Me 芋 28.869 


于 是 ， sa 0.9 时 ， ee 869=0.624, 18/9.390=1.917)， 
表明 谱 的 真 值 与 估计 值 的 比值 有 90% 的 可 能 性 落 在 此 区 间 内 。 




























表 得 


1. 分 析 参 数 的 选择 原则 有 哪些 ? 

2. 什么 是 泄漏 ? 抑制 泄漏 的 措施 有 哪些 ? 
3. 抑制 泄漏 与 平滑 处 理 有 什么 关系 ? 

4. 举例 说 明 路 谱 分 析 方法 。 


Ee 


事 9 香 


通过 本 章 的 学 习 ， Oe pang < 性 回归 分 析 的 过 程 ， 了 解 
一 元 非 线性 回归 转化 的 方法 ,~ er ne 


全/ 
入- - 装 学 雪 末 a 下 
能 力 要 求 ， 
了 解 对 试验 数据 进行 回归 分 析 时 需要 FE Ee 
解决 的 问题 相关 关系 、 回 归 方程 

















线性 回归 15% 






回归 方程 的 确定 , 线性 回归 的 















一 元 线性 回归 掌握 一 元 线性 回归 分 析 的 过 各 显著 性 检验 , 应 用 回归 方程 进行 | 40% 
预报 和 控制 
0 类 刑 号 . 
一 元 非 线性 回归 | 了 解 一 元 非 线性 回归 转化 方法 本 | 25% 
生 枝 东 的 远近 与 分 度 , 右 万 绕 | Oy 





试验 数据 图 像 掌握 试验 数据 图 像 表示 的 方法 





描绘 


给 的 原则 
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9.1 概 述 


根据 不 同 的 试验 任务 ， 需 要 对 试验 数据 进行 不 同 的 处 理 。 试 验 数 据 处 理工 作 中 的 一 项 重 
要 内 容 就 是 : 根据 试验 测定 数据 ， 寻 找 各 参数 (物理 变量 ) 之 间 的 相互 依赖 关系 ， 并 用 方程 或 
图 像 予以 表达 。 
各 参数 之 间 的 相互 依赖 关系 ， 可 以 分 为 两 类 。 
1) 函数 关系 (又 称 确定 性 关系 ) 


各 参数 通过 确定 的 数学 方程 相 联 系 , 一 个 参数 的 数值 可 以 用 其 他 参数 的 数值 精确 地 确定 。 
例如 ， 电 学 中 的 欧姆 定律 = IR， 表 达 了 电压 大 TS 之 间 的 函数 关系 ， 已 知 两 























个 参数 的 数值 ， 就 可 以 精确 地 确定 第 三 个 参数 的 数值 。 

















程 予以 表达 ， 一 个 参数 的 数值 不 能 由 其 人 值 精确 地 确定 。 例 如 ， 汽 车 耗 油 量 与 行驶 
里 程 的 关系 ， 拖 拉 机 滑 转 率 与 牵引 力 小 都 属于 相关 关系 。 

函数 关系 和 相关 关系 ， 不 能 绝 3 随机 因素 的 干扰 和 测量 误差 的 影 
响 ,函数 关系 在 试验 工作 中 往往 诸 部 规律 认识 得 更 加 深刻 的 时 候 ， 


2) 相关 关系 A- 
各 参数 之 间 既 存在 密切 的 联系 ， es ND own 因而 无 法 用 确定 的 数学 方 










区 















在 一 定 的 精度 范围 内 ， 根 次 关 宕 又 可 以 近似 的 看 仿 闹 数 关 系 。 
相关 关系 反映 工 随机 容量 之 间 的 相互 依赖 关系 。 本 书 第 6 章 中 所 讨论 的 函数 关系 ， 在 一 
定 意义 上 说 明了 了 i 信步 描述 变量 之 间 的 关系 ,以 便 根据 一 个 (或 
sie 计 PP 
以 人 





可 


几 个 ) 变 量 的 - 另 一 个 变量 的 数 要 运用 数理 统计 学 中 的 回归 分 析 方法 。 应 用 这 
种 关系 式 ， 可 以 对 生产 过 程 和 各 种 物理 现象 进行 预报 和 控制 。 回 归 分 析 方法 ， 可 以 用 来 处 理 
已 经 取得 的 试验 数据 ， 也 可 以 用 米 指导 试验 设计 ， 因 此 ， 在 生产 和 科学 研究 工作 中 得 到 日 益 
广泛 的 应 用 。 

研究 两 个 变量 之 间 的 相关 关系 ， 称 为 一 元 回归 分 析 ， 研 究 两 个 以 上 的 变量 之 间 的 相关 关 
系 ， 则 称 多 元 回归 分 析 。 用 回归 分 析 方 法 求 得 的 各 变量 之 间 的 关系 式 ， 称 为 回归 方程 ， 其 中 
的 系数 称 为 回归 系数 。 回 归 方程 为 线性 方程 时 ， 称 为 线性 回归 问题 。 
对 试验 数据 进行 回归 分 析 时 ， 需 要 解决 以 下 两 个 问题 : 巴 确 定 回归 方程 的 类 型 ， 外 确定 
本 归 系 数 及 常数 项 ， 确 定 回归 方程 的 类 型 ， 是 一 项 困难 的 工作 ， 为 了 作出 正确 的 判断 ， 必 须 
将 专业 知识 与 试验 数据 的 统计 分 析 结 合 。 通 常 ， 可 以 先 做 出 初步 的 判断 ， 在 求 得 回归 方程 以 
后 ， 青 进行 统计 检验 。 回 归 系 数 和 常数 项 ， 一 般 可 以 用 最 小 二 乘法 予以 确定 。 
在 实际 工作 中 ， 通 常 把 某 些 参 数 的 数值 保持 不 变 的 方法 ， 可 以 将 多 元 回归 问题 化 为 一 元 
本 归 问 题 。 而 在 一 元 回归 问题 中 ， 很 多 非 线性 回归 问题 ， 可 以 通过 适当 的 变量 转换 ， 化 为 线 
性 回归 问题 。 因 此 ， 在 回归 分 析 中 ， 一 元 线性 回归 分 析 具 有 重要 的 意义 。 

限于 篇 幅 ， 本 章 我 们 将 着 重 讨论 一 元 线性 回归 分 析 和 试验 数据 的 图 像 表 达 。 














































































































2 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


9.2 一 元 线性 回归 分 析 


设 有 两 个 变量 X 和 YY， 通过 试验 取得 nn 对 数据 (X,Y)，i=1, 2,…,n。 在 直角 坐标 系 上 
标 出 数据 点 (X,Y) 。 如 果 数 据点 的 分 布 近似 于 一 条 直线 ， 那么， 可 以 认为 变量 X 和 Y 了 的 回归 
方程 是 一 个 线性 方程 ， 就 是 一 个 一 元 线性 回归 问题 。 
为 便于 分 析 起 见 ,假设 自 变量 XX 是 一 个 可 以 严格 控制 并 能 精确 测量 的 的 变量 ， 因 而 可 以 
看 作 一 般 意义 下 的 变量 ( 即 非 随机 变量 ) 。 由 于 试验 过 程 中 各 种 随机 因素 的 影响 ， 因 变量 了 将 
是 一 些 随 机 变量 。 于 是 ， 试 验 数 据 的 结构 可 以 表达 如 下 : 






































y=A+BX,+6, (i=1,2,.…,n) (9-1) 
式 中 ， 光 一 第 /个 试验 点 上 ， 自 变量 的 实测 值 ， 论 
一 第/ 个 试验 点 上 ， 因 变量 了 的 实测 值 ; 忆 
由 一 一 当 扎 取 值 蕊 时， 固 变量 应 有 的 数 信 和 和 l 论 值 )，j = A+ BX,; 
A,B 一 一 常数 ; 









6 各 种 随机 因素 对 工 影响 的 总 
在 一 般 情况 下 , 可 以 认为 & 是 一 些 帮 
是 ,变量 也 是 一 些 服从 ee 


9.2.1 回归 方程 的 确定 淡 


nn FF ~ 
这 7 巷 径 Xx (9-2) 
式 中 ，4a 一 一 常数 讽 ; 
4 一 一 回归 系数 。 
因此 ， 确 定 回归 方程 就 是 要 确定 回归 系数 和 常数 项 的 数值 。 

1) 用 最 小 二 乘法 确定 回归 方程 

当 自 变量 于 取 值 贡 时 ， 因 变量 了 的 实测 值 为 了 ， 根 据 回归 方程 计算 的 回归 值 为 
六 = a+bX,，i=1,2,…,n。 实 测 值 与 回归 值 六 之 差 ， 称 为 偏差 。 偏 差 平方 和 5 反映 了 所 有 
实测 值 与 回归 直线 的 偏离 程度 。 

s=Y -7 = 0a-bx,y (9-3) 


立 且 服 从 同一 正 态 分 布 W(0,c) 的 随机 变量 。 于 
-元 线性 回归 问题 的 数学 模型 。 



























































根据 最 小 二 乘法 原理 , 能 够 使 偏差 平方 和 为 最 小 的 回归 线 , 是 最 好 的 回归 线 。 因 此 ， =0 ， 


os oe ey 
过 =0， 即 可 求 出 a、5 的 数值 : 





L 
b= 也 (9-4) 
1 


x 


300 
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a=Y-bx (9-5) 
式 中 
7 这 x (9-6) 
7- Dr (9-7) 
及 -> -zy -> -12x] (9.8) 


= X)Y -7)= sk ] (9-9) 


在 进一步 分 析 时 ， 需 要 用 到 17,, ， 因 此 在 确定 回归 方程 以 同时 计算 


态 ,= >- -Fy 


各 式 (9-5) 代入 式 (9-2) ， 可 得 回归 方程 
xX-) (9-11) 


由 此 可 见 ， 回 归 线 必定 通过 点 人 予 Sj>> 二 是 ， 令 区 取 菜 活 筷 、， 代 入 回归 方程 求 出 相应 的 部 ， 
连接 点 (了 ， 站 和 点 CX 六) 人 


由 式 (9-1) 可 知 ， ee 些 服从 正 态 分 a a) 的 随机 变量 。 因此， 按 式 (9-4) 


和 式 (9-5) 计算 的 EE 正 态 分 布 的 孔 on 可 以 证 明 ，E(b)=B，E(a)=4。 所 以 ， 
A 


nar neo a， 分 别 是 无 偏 估 计 ， 也 就 是 说 ， 可 以 把 回归 值 艺 ， 看 作 
是 X=X, 时 对 随机 变量 hd 平均 值 。 
归 系 数 b 的 方差 可 按 下 式 计算 : 










» ] (9-10) 


Ee 


形式 








回 


VD)=—— (9-12) 


D0 -7) 
i=1 
因此 ， 回 归 系 数 4 的 波动 ， 不 仅 与 随机 因素 5 的 方差 ? 有关， 而且 还 取决 于 实测 数据 中 自 变 


量 六 的 波动 程度 。X 的 取 值 范 围 越 大 ， 回 归 系 数 b 的 波动 越 小 ， 估 计 就 越 精密 。 常 数 项 a 的 
方差 可 按 下 式 计算 : 





2 


无 2 
Wa)=| 4 o (9-13) 


” Yo-T) 

















此 ， 常数 项 a 的 波动 ,不 仅 与 o? 有 关 ， 而 且 还 取决 于 自 变量 苞 的 波动 程度 和 试验 点 的 数目 
n。X 的 取 值 范 围 越 大 ， 试 验 点 数目 越 多 ， 常 数 项 a 的 估计 就 越 精密 。 上 述 结论 ， 对 安排 试 
验 有 一 定 的 指导 意义 。 




















Ee 


车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 ee 
2) 用 分 组 法 确定 回归 方程 
按 由 小 到 大 的 次 序 ， 排 列 自 变量 蕊 的 实测 值 轧 、 寻 、… 、 兰 , ， 将 它们 分 成 两 组 ， 各 
组 中 万 的 个 数 差不多 相等 : 第 一 组 和 Y，XX,，，…，XXY; 第 二 组 XR ， 训 2，…，XY。 认 
为 变量 了 的 回归 值 就 是 它 的 实测 值 ， 于 是 ， 可 以 列 出 下 列 两 组 方程 : 
Y=at+bX, Yn =at+bX,, 





















































Y=a+bX, Y =atbX, 
将 上 述 两 组 方程 分 别 相 加 ， 得 到 a 和 4 的 联 立方 程 : 


Pr 
准 (9-14) 
>7 = (7 一 bare> x 4 


i=k+1 + 
和 n=2k 时 ， 回归 系数 b 和 常数 项 





解 上 述 联 立 方程 ， 即 可 求 得 回归 系数 户 和 人 


a 可 按 下 式 计算 : 和 
ks 


att (9-15) 


> 小: 三 
(9-16) 


式 中 ,，X、Y 分 别 站 10) 和 或 (9-7) i 
用 分 组 法 “oe , A 1 计算 简便 ， 在 工程 上 得 到 广泛 的 应 用 。 


【 例 9-1】 生计 的 各 a 这 用 车 辆 的 轮胎 气压 p 和 更 力 半径 R 进行 了 测量 ， 
测量 数据 列 于 表 9-1 的 第 一 、 二 列 。 试 求 R 和 pp 的 回归 方程 。 


表 9-1 一 元 回归 计算 表 (I) 

























































序号 p/x10Pa R? PR 
1 1.0 400689 633 
2 1.2 403225 762 
3 1.4 405769 891.8 
4 1.5 408321 958.5 
5 1.6 410881 1025.6 
6 1.8 413449 1157.4 
> 8.5 2442334 5428.3 
解 : 以 气压 p 为 横 坐 标 ， 以 更 力 半径 R 为 纵 坐 标 ， 将 试验 数据 标 在 坐标 纸 上 。 由 图 9.1 
可 见 ， 数 据点 的 分 布 近似 于 一 条 直线 ， 因 此 可 以 判断 ， 这 是 一 个 一 元 线性 回归 问题 。 设 回归 


方程 为 
R=a+bP 


OT 
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Rimm 








Ll 12 13 14 15 6 17 18 


P/x10Pa 
图 9.1 静 力 半径 RR 与 气压 P 的 关系 
) 用 最 小 二 乘法 确定 回归 系数 5 和 常数 项 4。 伶 
和 表 9-2 表示 。 


nae oe FM Hv 
表 9-2 一 元 回归 记 让 人 0 


和 P=85 到 一 8 ~ 本 





(37) /n=12.042 (37)(D8)/n=5423 
1 =0.408 Ln =53 
- R=619.6+12.98P (9-17) 


用 分 组 法 确定 回归 系数 b 和 常数 项 a 。 
根据 实测 数据 ， 可 以 列 出 下 列 两 组 方程 : 
633=a+b 
635=a+1.2b 
637=a+1.4b 





641=a+1.6b 


639=a+1.5b 
643=a+1.80 


因为 每 一 组 所 包含 的 方程 数 相 等 ， 所 以 可 按 式 (9-15) 和 式 (9-16) 计算 
3 6 
2.8-28 
写 ”二 -1905-1923 -13 85 


ye 3.6 一 4.9 
“© 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 














回 上 


a=R-bP=638—13.85x1.42=618.3 


的 一 组 试验 数据 (X,,%)，i= 1 
量 世 和 了 之 间 线 性 相关 显著 ( 即 








性 加 





0=< 


R=618.3+13.85p 

















归 方 程 才 是 有 意义 的 。 这 
1) 相关 系数 法 








本 书 第 6 章 已 经 介绍 了 两 个 随机 变量 问 的 相关 系 ; 
<1 。 取 不 同 数值 对， 试验 数据 点 的 分 布 如 
完全 线性 相关 关系 ， 当 0<|<1 时 ， 变 量 与 


量 或 者 无 关 [ 图 9.2(a)]， 或 者 具有 非 线 性 
以 检验 2 量 之 间 的 线性 相关 性 ， r 越 
Y > Yh 


日 式 (9-17) 及 式 (9-18) 可 见 ， 两 种 方法 所 得 的 结果 比较 接近 。 
9.2.2 ”线性 回归 的 显著 性 检验 
根据 试验 数据 点 在 坐标 纸 上 的 分 布 ， 初 步 判 断 两 个 变量 之 
方程 后 ， 还 必须 对 变量 之 间 的 线性 相关 性 进行 统计 检验 。 
2,…,n， 都 可 以 按 . 

































EN 线性 相关 性 越 好 。 


























0 村 O 尖 
(0 (d) 
” r=0 "t r=-1.0 
O % 0 区 
(©) 人) 
图 9.2 相关 系数 r+ 取 不 同 数值 时 ， 试 验 数据 点 的 分 布 











304 


4 检验 方法 。 


(9-18) 


间 具 有 线性 相关 关系 ， 并 求 出 
因为 ， 对 任意 两 个 变量 和 了 
上 述 方法 求 得 了 =a+bX 。 显 然 ， 只 有 在 变 
因 变量 7 了 主要 取决 于 自 变量 XX 的 一 次 项 ) 的 条 件 下 所 求 得 的 线 
已 ， 我 们 将 简要 地 介绍 两 种 常 


全 相关 系数 /的 取 值 范 转 
lk。 当 =1 时 ， 变 量 与 

定 的 线性 相关 性 ， 当 =0 时， 两 个 变 
(6)]。 因 此 ， 根 据 相关 系数 ,的 数值， 可 
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根据 有 限 的 试验 实测 数据 (X,Y)，i=1,2,…,n， 变 量 生 了 之 间 的 相关 系数 x 可 用 下 式 
予以 估计 : 





YD0-D 
时 (9-19) 


Ee -Xx) Po hy 


式 中 ，1。、1,。、4, 分 别 按 式 (9-8) 、 式 (9-9) 及 式 (9-10) 计算 。 

ee 它 取决 于 试验 点 的 数目 及 信 度 (显著 性 水 平 ) a 。 如 果 相 关系 
数 的 绝对 值 轩 > An ， 则 称 变量 不 与 7 在 a 水 平 上 具有 显著 的 线性 相关 性 ， 这 时 ， 用 线性 加 
et ei 义 的 。 通 常 ， 将 同 > ra (a = 0.05) 的 情况 ， 称 为 线性 相关 显 
著 ， 而 同 > wa(Q = 0.01) ， 称 为 线性 相关 高 度 显 著 。 如 果 付 天 二 人 则 认为 X 与 7 之 间 不 存在 
线性 相关 性 。 




















表 9-3 相关 系数 检验 答 表 jrein 值 











a | ,NN NE” | CQ 
ee 0.05 0.01 | 1 ds” | 0 0.05 0.01 

1 0.997 100 | SN-o482 | 066 | 29 0355 | 0.456 
2 : 30 0349 | 0449 
3 35 0325 | 0418 
4 40 0304 | 0393 
5 45 0288 | 0372 
6 50 0273 | 0354 
7 60 0250 | 0325 
8 70 0232 | 0302 
9 80 0217 | 0283 
10 90 0205 | 0267 
11 100 0.195 | 0254 
12 125 0.174 | 0228 
13 150 0.159 | 0208 
14 200 0.138 | ol81 














当 试 验 数 据 较 多 ( 即 n 较 大 ) 时 ， 用 式 (9-19) 估计 变量 之 间 的 相关 系数 ， 计 算 工作 量 较 大 。 
为 了 简化 计算 ， 可 以 采用 下 述 近 似 方法 。 将 试验 数据 点 标 在 坐 





























标 纸 上 ， 先 作 一 条 水 平 线 ， 将 点 上 下 平分 ， 再 作 一 条 垂直 线 ， | 
将 点 左右 平分 , 如 图 93 所 示 。 这 两 条 线 把 平面 分 成 四 块 ， 分别 hee 
数 出 每 - 块 上 的 点 数 n、 mn、 Wn、 na (恰好 在 平分 线 上 的 点 不 Es 5 
予 计算 )， 令 je 
N= n= +ny m9 m2 
则 相关 系数 可 按 下 式 估计 图 9.3 用 近似 法 求 相关 系数 
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2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 





Pi 人 -3 (9-20) 


区 十 下。 之 
在 图 9.3 上 ， =9，n,=2，n=9，nm =2， 于 是 
Pa 人 sje 0 
18+4 2 
必须 指出 , 这 种 估计 方法 只 能 在 试验 数据 较 多 的 情况 下 应 用 , 否则 , 可 能 会 有 较 大 的 误差 。 
2) 方差 分 析 法 
对 试验 数据 进行 方差 分 析 时 ， 为 了 对 试验 误差 的 方差 做 出 估计 ， 需 要 进行 重复 试验 。 假 
设 在 n 个 试验 点 上 ， 各 进行 m 次 重复 试验 ， 那 么 ， 试 验 数据 的 结构 可 用 下 式 表 之 : 
Y=A+BX,+e; (i=1, 2, 1, n; j=1, 稚 m) 
式 中 ，%, 一 第 1 个 试验 点 上 ， 自 变量 六 的 实测 值 ; NW 
六 一 一 第 i 个 试验 点 上 ， 第 j 次 试验 时 ， 变 量 党 I 值 ; 
6 一 一 第 i 个 试验 点 上 , 第 j 次 试验 时 ， b 隆 机 因素 包括 试验 误差 ) 的 影响 的 总 和 ; 
4,B 一 一 常数 。 
可 以 认为 ， sy 是 一 些 相互 独立 县 依 企 态 分 布 N(0,0) 的 随机 变量 ， 因 此 ，% 是 一 


些 服 从 正 态 分 布 N(4+ BX,,o) 的 随机 稚 志 / 
同样 可 用 二 和 4b 和 常数 项 a 
”1 


A 


x ~ > BRE Sx ) (9-22) 








(9-21) 










式 中 


所 气 
对 式 (9-22) 与 式 (9-4) 进行 比较 ， 可 以 发 现 ， 将 式 (9-4) 中 的 多 用 匀 代 检 ， 即 得 式 (9-22) 。 这 就 
是 说 ， 用 个 (每 个 试验 点 上 变量 Y 的 m 次 实测 值 的 平均 值 ) 确 定 的 回归 方程 ， 与 用 nm 个 
实测 值 包 直接 确定 的 回归 方程 完全 相同 。 

试验 数据 的 总 偏差 平方 和 可 用 下 式 计算 



































Sh = yo, -区 (9-23) 
i=l j=l 
相应 的 自由 度 fs 等 于 试验 的 总 次 数 减 1， 即 
fs =nm-l (9-24) 
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将 试验 数据 的 总 偏差 平方 和 按 产 生 的 原因 分 解 为 以 下 三 部 分 。 


(1) 由 于 自 变量 区 的 变化 使 因 变 量 了 也 发 生变 化 而 引起 的 偏差 平方 和 ， 称 为 回归 平方 和 
Sa ， 在 一 元 回归 问题 中 ， 它 的 自由 度 启 等 于 1。 


后 = > ?=m 0 9 (9-25) 


















































i=1 fl 
顾 =1 
(2) 由 于 试验 误差 而 引起 的 偏差 平方 和 ， 称 为 误差 平方 和 SR ， 它 的 自由 度 态 等 于 
n(m—1)。 






































es 
Su= > > 所 中 克 (9-26) 


i=1 =l 
i 


fa=n(m-l) 
A 减 2。 


(3) 由 于 其 他 各 种 因素 (未 加 考虑 和 控制 的 ) 的 
和 ， 称 为 剩余 平方 和 Ss ， 它 的 自由 度 所 等 于 









用 = 上 及 

为 了 检验 变量 了 与 之 本 竹 
因素 对 变量 了 有 显著 的 以 应 et 3 全 

首先 作 原 假设 到 量 ry 了 万 之 间 没 存 关 性 ， 也 不 存在 对 变量 了 有 显著 影响 的 


Hb 四 可 : 原 食 浙 入 立 的 条 件 下 ， 旨 、 弘 与 细 是 一 些 互相 独立 
其 他 因素 。 RR 型 (9-21) ， 在 原 信和 级 立 的 条 件 下 ， 器 、 器 与 浊 是 一些 瑟 相 独立 
的 姑 分 布 随机 莹 斌 ， 其 自由 度 分 别 为 启 、 及 与 入 。 


对 剩余 平方 和 作 显 著 性 检验 。 作 统计 量 






























= 一 一 (9-28) 
SR 


这 是 一 个 自由 度 为 (f/f) 的 下 分 布 随机 变量 。 选 定 信 度 c ， 即 可 由 FF 分 布 表 查 得 临界 值 
天 (0 和 fa)， 使 P{R>F(fy 永 }=w。w 是 一 个 很 小 的 数 ， 一 般 选 为 0.05，0.025，0.01。 
因此 ， 石 > (fi fa) 是 一 个 小 概率 事件 ， 如 果 在 一 次 试验 中 居然 发 生 卫 > (fn 应)， 
那么 ， 我 们 就 有 理由 拒绝 原 假设 ， 认 为 剩余 平方 和 中 除了 包含 试验 误差 的 影响 外 ， 还 有 其 他 
素 的 影响 。 这 时 有 以 下 几 种 可 能 : @ 除 了 变量 无 以 外 ， 至 少 还 有 一 个 不 可 忽略 的 因素 ， 对 
变量 Y 有 显著 的 影响 ，@@ 变 量 Y 与 XX 是 曲线 关系 ; @ 变 量 7 了 与 X 无 关 。 在 这 种 情况 下 ,线性 
可 归 方 程 将 失去 意义 ， 需 要 查 清原 因 ， 重 作 回归 分 析 。 
如 果 古 < FR,(fis faa)， 说 明 剩 余 平方 和 基本 上 是 由 试验 误差 引起 的 。 这 时 ， 为 了 提高 区 
归 平方 和 的 检验 精度 ， 可 以 先 将 剩余 平方 和 8 归 入 误差 平方 和 5;; ， 然 后 对 回归 平方 和 作 显 
著 性 检验 。 作 统计 量 
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三 四 (9-29) 
(5S 和 十 S 吕 )/( 有 + 拒 ) 


这 是 一 个 自由 度 为 ( 店 ， 甩 + 应 ) 的 下 分 布 随机 变量 。 选 定 信和 度 a ， 即 可 由 下 分 布 表 查 得 临界 
Ee 裔 + 永 )。 如 果 瓦 > 玉 ( 镶 向 +fa)， 则 拒绝 原 假设 ， 称 线性 回归 方程 显著 ， 即 变 
与 久之 间 有 显著 的 线性 相关 性 ， 除 了 变量 针 以 外 ， 没 有 其 他 因素 对 变量 了 Y 有 显著 影响 ， 
线 伺 回 具 方程 对 试验 数据 的 所 人 是 良好 的 。 如 果 互 < 瓦 (i, 和 + 不 )， 这 时 有 以 下 两 种 可 能 : 
@ 没 有 任何 因素 对 变量 Y 有 显著 影响 ，@ 试 验 误差 过 大 。 
在 这 种 情况 下 ， 线 性 回归 方程 将 失去 意义 ， 需 要 查 清原 因 ， 再 作 考虑 。 
在 实际 工作 中 ， 为 使 于 计算 ， 可 以 将 式 (9-25) 、 式 (9-27) 、 式 (9-26) 改写 为 



































Sa =mbl, (9-30) 
Sa=m(D, —bl,) 论 (9-31) 
SR = Sg Sa 一 S$ (9-32) 


式 中 ， 必 、 心 在 确定 回归 方程 时 已 经 求 得 ， 而 5; 冉 俯 粮 式 (9-23) 计算 。 
【 例 9-2】 对 例 9-1 ee 气压 p 之 间 的 线性 回归 方程 作 显 著 性 








在 例 9-1 中 已 经 求 得 衣 = A ee A 1,, =0.408, lrr =70, Ln=5.3。 
按 式 (9-19) 可 知 ， 相关 系数 过 允 


Ee F0992 
Yo J 


本 例 中 从 9a SC&=0.05)=0.811，muu(&= 0.0D= 0.917 ， 因 为 
pl nig NS .01) =0.917， a 半径 R 与 气压 p 之 间 ， 具 有 高 度 显著 的 线性 相关 
性 ， 所 求 得 的 回归 方程 是 有 意义 的 。 

@ 方差 分 析 法 。 

为 了 作 方 差分 析 ， 需 要 重复 试验 。 在 每 个 试验 点 上 ， 进 行 两 次 试验 ， 实 测 数据 如 表 9-4 
…、 二、 三 列 所 示 。 根据 RR 计算 及 并 列 入 表 9-4 的 第 四 列 。 以 (P, 玉 ) ，i=1，2，…， 寻 确 


Imi 


定 回归 方程 ， 计 算 过 程 与 例 9-1 相似 ， 详 见 表 9-4、 表 9-5。 
表 9-4 一 元 回归 计算 表 (I) 






R /mm R’ 











PR 


























1 | 10 | 63 633.25 10 | 401005.56 | 633.25 
2 | 12 | 635 635.5 144 | 403860.25 | 762.6 
3 | 14 | 67 5 637.25 1.96 | 406087.56 | 892.15 
4 | 15 | 6 639.5 225 | 40896025 | 95925 
至 | 16 | el 641.25 2.56 | 411201.56 | 1026 
6 | 18 | 6 643.5 324 | 414092.25 | 11583 

3830.25 : 2445207.4 | 5431.55 
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表 9-5 一 元 回归 计算 表 (II) 





Dp=85 DR=383025 n=6 

















五 =1.42 R=638.375 
Pp’ =12.45 DR =2445207.4 DPR=5431.55 
(7) /=12042 (D8) /n=2445135.8 (D2)(D08)/n=5426.1875 
1p =0.408 La =71.557 lpn=5.3625 
B30 gy 
1,, 0.408 





a=R-bp=638.375—13.143x1.42=619.7 


=619.7+13.143P 
由 式 (9-23) 得 cd 


Ss ,= Yn,- -局 := sod) 
i=1 f=l i=] f=l 


=4890416. 71-0 aie =145 


由 式 (9-30) 得 Cw 
= -Ry x13. “六 


由 式 (9-31) 得 


% 
A 2(71.5 和 x5.3625) = 2.155 
由 式 (9-32) 得 ”用 ee 


人 Sn -人 站 一 S 利 =1.845 

对 剩余 平方 和 作 包 属性 检验 ， 可 知 

_ Sy/ 用 _2.155/4 

' Sa/fa 1.845/6 
因此 将 Sy 归 入 Ss ， 再 对 回归 平方 和 作 显 著 性 检验 : 

Sa/ 记 四 141/1 
(Sy+Sa)/(fa+fa) (2.155+1.845)/(4+6) 
=352.5> Fo(l,10)=10.04 
于 是 ， 可 以 得 出 结论 ， 回 方程 是 高 度 显著 的 ， 对 试听 数据 的 拟 合 是 良好 的 。 
一 方 关 分 析 过 程 ， 可 用 表 9.6 表示 。 
表 9-6 一 元 回归 方差 分 析 表 


平均 平方 和 





=1.75< Fos(4,6)=4.53 




















141 局 -=3525 ， ， 
这 3 

剩余 155 0.5388 F175 

吴 0.3075 








2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


9.2.3 ”应 用 回归 方程 进行 预报 和 控制 





司 归 方程 在 统计 的 意义 上 描述 了 随机 变量 之 间 的 相关 关系 。 应 用 回归 方程 ， 可 以 对 生产 
过 程 和 各 种 物理 现象 进行 预报 和 控制 。 所 谓 预 报 ( 又 称 预 测 ) 问题 , 就 是 根据 自 变量 的 取 值 ， 
估计 因 变 量 了 的 取 值 范围 ， 也 就 是 统计 学 中 的 区 间 估计 问题 。 而 控制 问题 ， 则 是 预报 的 反问 
题 ， 即 为 了 使 因 变量 了 保持 (出现) 在 给 定 的 范围 内 ， 应 该 如 何 控制 自 变量 XX 的 取 值 。 

由 于 各 种 随机 因素 的 影响 ， 当 自 变量 X 取 任意 给 定 的 值 X, 时 ， 因 变量 是 一 个 随机 变 
量 ， 因 此 ， 无 法 确定 地 预报 因 变量 的 数值 。 回 归 值 方 =a+bX。， 可 以 看 作 是 不 = X 时 ， 
对 随机 变量 马 作 多 次 重复 测量 所 得 的 平均 值 ， 于 是 ， 作 为 一 种 估计 ， 可 以 用 回归 值 广 近似 地 
表示 芒 。 如 果 和 希望 更 确切 地 预报 郊 的 取 值 ， 需 要 对 随机 变量 驴 以 某 一 置信 概率 落 在 以 为 为 





党 


































































































中 心 的 某 个 置信 区 间作 出 估计 。 

为 了 进行 预测 和 控制 ， 首 先 需要 确定 随机 变量 fs. %=A+BX, +e, 
方 =a+pxo， 它 们 都 是 正 态 分 布 的 随机 变量 ， 所 以 A 了 是正 态 分 布 的 随机 变量 ， 它 的 
分 布 参 数 可 按 下 式 确定 : WN 

E(% -hh)=RONNE)=0 
V(Y, —)= E(Y, 水 (A+BX,+E—a-bX) 
以 oa 表示 随机 因素 的 标准 差 ， XR 12) 、 式 (9-13} 代 入 ， 则 得 


万 Pell =Co’ 
n 


从- C=1 2 (9-34) 
式 中 ，n 一 一 试验 点 的 数目 ; 
革 ,1 一 一 在 确定 回归 方程 的 过 程 中 已 经 求 得 ， 分 别 按 式 (9-6)、 式 (9-8) 计算 。 
于 是 ， 随 机 变量 为 一男 的 分 布 可 用 下 式 表示 
~ 计 ~N(0,VCo) 


随机 因素 = 的 标准 差 c ， 可 以 根据 试验 实测 数据 ， 用 下 述 方法 予以 估计 。 在 没有 重复 试 
验 的 情况 下 ， 剩 余 平方 和 8l 可 以 提供 o? 的 无 偏 估计 ， 即 


71， 一 以 
-= | 曙 - 记 wy (9-35) 
用 7 一 2 


在 重复 试验 的 情况 下 ， 如 剩余 平方 和 检验 不 显著 ， 即 式 (9-28) 表示 的 统计 量 万 不 显著 ， 则 
Si + Su 可 以 提供 o? 的 无 偏 估计 ， 即 





(9-33) 




















(9-36) 
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式 中 ， 万 一 一 第 ;个 试验 点 上 ， 第 了 次 试验 时 ， 变 量 了 的 实测 值 ; 


贡 一 一 重复 试验 的 次 数 ; 
,7,4 一 一 在 确定 回归 方程 的 过 程 中 已 经 求 得 ， 分 别 按 式 (9-7)、 式 (9-9) 及 式 (9-10) 计 算 。 


上 述 分 析 可 知 ， 思 二 和 是 一个 自 直 度 为 1 的 如 分 布 随机 变量 乓 是 一 个 自由 度 


为 了 的 x 分 布 随机 变量 [ 按 式 (9-35) 计算 G 时 ， 太 =2-2 ; 按 式 (9-36) 计 算 G 时 ， 广 =-2]， 
两 者 互相 独立 ， 因 此 ， 统计 量 亚 = 他 = 区 是 一 个 自由 度 为 d 几 ) 的 下 分 布 随 机 变量 。 选 定 
信 度 w ， 即 可 由 所 分 布 表 查 得 临界 值 (1,f) ， 使 得 

P{F <F,(1,f)}=1-a 
于 是 ， 我 们 以 置信 概率 1-a 确信 


忆 - = 这 <6 g 
(9-37) 
忘 - 6<%< Kt 
式 中 
-| a a | (0938) 


这 就 是 说 ， 对 应 于 置 和 机 变量 久 的 回 0 +6。 
由 式 (9-38) 可 知 ， F 防 程 进行 预报 时 ; 置信 区 间 与 置信 概率 1-a 有 关 (置信 
概率 越 大 ， 置 信 4 调试 只 点 7 ,区 (n 越 大 ， 置 信 区 间 越 小 )， 而 且 与 预报 点 
























































的 位 置式 和 越 接近 于 浆 < 向 越 小 ,在 图 9.4 上 ,围绕 回归 方程 了 =a+bX ， 
作曲 线 了 = A y= 这 -6(X。) ， 两 基山 线 之 间 的 区 域 ， 就 是 随机 变量 咏 的 置信 区 间 。 
当 加 = 闷 时 ， 具 有 最 小 的 置信 区 间 。 
内 为 6 是 XX, 的 函数 ， 而且 用 式 (9-38) 计 算 比较 麻烦 ， 所 以 在 工程 应 用 上 ， 还 需要 作 进 一 
步 的 简化 。 由 式 (9-34) 可 知 ， 当 总 接近 于 对 ， 且 nn 较 大 时 ，C x1, 同时 , 可 以 忽略 6 与 0 之 
间 的 差别 。 于 是 ， 随 机 变量 多- 充 的 分 布 ， 可 近似 地 用 下 式 表达 
-~N(0,6) 
式 中 ，6 可 按 式 (9-35) 或 式 (9-36) 计 算 。 根 据 正 态 分布 规 律 可 知 
仿 -1.966< 克 < 训 +1.966}= 0.95 

六 伪 -36< 乃 < 方 +36}=0.997 | 
这 时 ， 随 机 变量 % 的 置信 区 间 如 图 9.5 所 示 。 

置信 区 间 越 小 ,表示 用 回归 方程 作 预 报时 的 精度 越 高 ， 因此， 可 以 用 置信 区 间 的 宽度 ( 因 
而 也 就 是 用 5 ) 来 表示 回归 方程 的 精度 。 但 是 ，5 的 数值 与 置信 概率 及 预报 点 的 位 置 有 关 。 所 
以 ， 为 便于 比较 起 见 ， 习 惯 上 采用 随机 因素 = 的 标准 差 o， 作 为 回归 方程 精度 的 指标 。o 越 
小 ， 预 报 的 精度 就 越 高 ， 回 归 方程 也 就 越 有 效 。 












































(9-39) 
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图 94 变量 的 置信 区 间 (1) 





现在 我 们 讨论 控制 问题 ， 即 为 了 使 因 变 量 了 以 一 定 的 置信 概率 保持 在 
由 图 9.6 可 








应 该 如 何 控制 自 变量 的 取 值 范 围 (Xi,X,) 。 





F<$ -5X) 


= 入 +6 
但 实际 上 ， 用 式 (9-40) 读 
可 以 引用 近 


即 可 求 得 届 、 部 。 
很 复杂 的 。 为 了 便于 计算 ， 


= 站 +1 


解 之 区 间 (X， 


如 得 XY,、XX，。 上 5 a 
Yh 


000) 


效 


=atbX 








| 1 
1 


为 hh 
图 9.6 自 变量 XX 的 取 值 范围 (1) 


必须 指出 的 是 ， 应 
范围 ， 即 只 能 解决 内 插 问 
【 例 9-3】 
力 半径 。 此外, 如 要 求 轮 
解 : 在 例 9-2 中 已 经 求 得 





x 

















题 ， 不 能 任意 外 推 。 

















日 





归 方 程 为 








9-39) ， 


&”, 


回归 方程 进行 预报 和 控制 ， 


根据 例 9-2 重复 试验 数据 ， 当 轮胎 气压 为 m =1.3(x10Pa) 时 ， 
台 的 静 力 半径 保持 在 639 一 642mm 范围 内 , 应 如 何 控 钉 





mm_ 
Y 1-a=0.95 
=}+1.960 
Y=atbxX 
大 六 1.966 
O 元 


图 9.5 变量 允 的 置信 区 间 (IIT) 
区 间 (%， 色 ) 内 ， 











SS 


因为 由 式 (9-38) 表 达 的 5CY) 是 
列 出 方程 式 : 


(9-40) 


困难 的 ， 
由 图 9.7 可 知 ， 


x (9-41) 
.966 


就 可 有 95% 的 把 握 使 WY <Y < 久 。 


1-a=0.95 
=7+1.960 


Y=atbX 
六 六 1.960 








和 


图 9.7 自 变量 XX 的 取 值 范 





(II) 








其 适用 范围 仪 限于 原始 试验 数据 的 变动 
不 加 分 析 的 任意 外 推 有 可 能 得 出 错误 的 结论 

预报 轮胎 的 静 
轮胎 的 气压 ? 














R=619.7+13.14p 
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@ 预报 问题 。 
当 ps =1.3(x10;Pa) 时 
R=619.7+13.14x1.3=636.8(mm) 

由 例 9-2 已 知 ， 剩 余 平 方 和 ( 即 有 检验) 不 显著 ， 故 可 按 式 (9-36) 估计 o? 
27_ St+Sm _ 4 

faut+fa 10 
选取 ga=0.05， 则 6s(1,10)=4.96。 已 知 n=6 ， 万 = 1.42，1 =0.408 ， 代 入 式 (9-38) 可 得 


Sn .03 + PP) | 
seed ER 
0.408 


于 是 ， ee 间 为 
户 +6= GBS 人 
如 用 近似 公式 (9-39) 计算 ， 置 信 区 上 


RR +1.96 +1.24= 635.6 一 638(mm) 
结论 : 当 p。 =1.3(x105P Re 半径 的 36.8mm。 确切 地 说 , 我 们 有 95% 
的 把 握 预 报 轮胎 的 静 力 半 包 3 一 638.3mm et 似 地 说 ， 在 635.6 一 638mnm 范围 内 ) 。 

OA i 


2 Om R A -1.966 


R=+1.966 




















=0.4 








以 及 =639mm ，R =642mm ， 尺 =619.7+13.14p 代入 ， 解 得 
p11.56(x10’Pa), p,<1.6(x10’Pa) 
结论 : 只 要 将 轮胎 气压 控制 在 1.56 一 1.6(x105Pa ) 范围 内 ， 我 们 就 有 95% 的 把 握 ， 使 轮 
胎 静 力 半 径 保持 在 639 一 642mm 范围 内 。 























9.3 ”一 元 非 线性 回归 的 转化 


在 实际 问题 中 ， 变 量 了 与 变量 蕊 之 间 ， 往 往 具 有 非 线性 相关 关系 。 对 这 类 问题 进行 回归 
分 析 时， 首先 需要 选择 回归 方程 的 类 型 ， 然 后 ， 用 这 种 类 型 的 方程 去 拟 合 试验 数据 ， 以 确定 
本 归 系 数 和 常数 项 。 
选择 回归 方程 的 类 型 是 一 项 困难 的 工作 。 可 以 根据 专业 知识 从 理论 上 进行 分 析 推 导 ， 或 
者 根据 实践 经 验 予 以 选择 。 但 在 一 般 情况 下 ， 需 要 根据 试验 数据 点 在 坐标 纸 上 的 分 布 情况 ， 


2 





























is 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 








确定 回归 方程 的 类 型 。 为 了 便于 选择 适当 的 回归 方程 ， 现 将 常用 的 数字 方程 和 它们 的 图 像 示 
于 图 9.8 一 图 9.13。 
选 定 的 回归 方程 去 拟 合 试验 数据 时 ， 可 以 用 最 小 二 乘法 确定 回归 系数 和 常数 项 。 
很 多 非 线性 回归 问题 ， 可 以 通过 适当 的 变量 转换 ， 化 为 线性 回归 问题 ， 从 而 使 回归 分 析 
过 程 得 以 简化 。 本 节 我 们 将 讨论 一 些 常用 的 变量 转换 方法 。 

(1 人 接近 于 图 所 示 的 曲线 ， 那 么 ， 可 以 考 
虑 将 回归 方程 选 择 为 双 曲 线 方程 =-o+ 二 。 作 变量 转换 7'= 交 ， X= 坟 ， 则 回归 方程 转化 


为 线性 方程 产 =a+bX'。 























































































对 n。 按 9.2 节 所 述 方法 ,可 以 
确定 a 和 5b 的 数值 。 作 线 册 者 性 检验， EY' 与 X' 之 间 线 性 相关 性 显著 , 说 明 将 


变量 7 与 XX 的 回归 方程 选择 为 双 曲 线 方程 是 过 叶 的 。 最后， 作 变 量 逆 转换 ， 得 到 了 =- 


因为 曲线 全 了 Es Me? 六 =a+pbX' 进 行 预报 和 控制 比较 方便 ， 所 以 在 
工程 上 往往 改 用 X' 一 Y'( 即 i 了 ) 坐标 系 ， 表 达 试 验 数据 点 和 回归 方程 的 图 像 。 


















(2) 将 回归 方程 选择 为 宕 函数 方程 疡 = cX* (图 9.9) 时 ， 对 方程 两 边 取 对 数 可 得 lg 了 =lgc+ 
blgX, 作 变量 转换 Y'=lgY , X'=lgX ,并 令 a=1lgc , 则 回归 方程 转化 为 线性 方程 产 =a +bX' 。 


-Il<b<0 


0<p<!l 








b=>0 b=<0 


9.9 ”器 函 数 方程 Y=cX* 
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对 全 部 试验 实测 数据 取 (X,, 六 对 数 ， 得 到 (X/, 劝 ,i=1,2,…,n。 按 线性 回归 分 析 方 法 ， 确 
定 a 和 万 的 数值 ， 并 作 显 著 性 检验 ， 最 后 可 得 疡 =10"X? 。 
工程 上 ， 往 往 用 对 数 坐 标 表达 试验 数据 点 和 回归 方程 的 图 像 。 
(3) 将 回归 方程 选择 为 指数 方程 六 = ce (图 9.10) 时 , 作 变 量 转换 y'=InY ,并 令 a= nec， 
则 回归 方程 转化 为 线性 方程 祈 =a+bX"。 
对 试验 数据 取 自 然 对 数 ， 得 到 六 。 根 据 (X,, 总 ， 按 线性 回归 分 析 方法 ,确定 a 和 5 的 


数值 ， 最 后 可 得 =ere” 。 





























多 





0 芝 < } 0 区 
b>0 b<0 
i Y=ce* 
1 


os (图 9.11 :变量 转换 了 =Iny ，X = 六， 
b 
并 令 a=Inc， 则 回归 方 丰 a eT 可 得 =ere* 。 












Y 闪 - 化 





图 9.11 指数 方程 了 = ce 
(5) 将 回归 方程 选择 为 对 数 方程 了 =a+blgX (图 9.12) 时 ， 作 变量 转换 X'=lgX ， 即 得 
线性 方程 六 =a+bX'。 确 定 a 和 b 的 数值 后 ， 可 得 =a+blg 久 。 
(6) 将 回归 曲线 选择 为 5 型 曲线 了 = 一 图 9.13) 时 , 作 变 量 转 换 '= 让 ,X=e™ 好 


atbe™ 
1 


得 线性 方程 产 =a+bX' 。 确 定 a 和 5b 的 数值 后 ， UN 5 
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Y Y. 





b>0 b<0 


站 二 «< 
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和 
经 过 适当 的 变 ] rt i 还 很 多 , 本 书 限于 篇 幅 , 不 再 一 一 列举 了 。 
必须 指出 方程 这 =a+bX' 是 对 变量 转换 后 的 数据 所 作 的 最 佳 拟 合 ， 经 过 逆转 换 所 
得 的 回归 方程 了 = 7(CXY) ， 虽 然 在 一 般 情况 下 ， 对 原始 试验 数据 具有 较 好 的 拟 合 精度 ， 但 严格 
来 说 ， 不 一 定 是 最 佳 的 拟 合 。 因 此 ， 在 可 能 的 情况 下 ， 最 好 用 不 同类 型 的 方程 进行 拟 合并 比 
对 于 一 元 非 线性 回归 问题 ,可 以 应 用 回归 方程 =/(X) 进行 预报 和 控制 。 当 变量 臣 取 值 
时， 变量 的 区 间 估 计 可 以 预报 为 
= 方 +1.966 ( 信 度 w =0.05 ， 即 置信 概率 为 0.95) (9-42) 
式 中 ，6 为 随机 因素 标准 差 的 估计 值 ， 可 根据 剩余 平方 和 进行 计算 ， 即 


全 去 1 9 一 六 
人 > (7 -2) (9-43) 
式 中 ，n 一 一 试验 点 的 数目 ; 


了 一 一 第 ;个 试验 点 上 ， 变 量 了 的 实测 值 ; 
六 一 一 第 ;个 试验 点 上 ， 变 量 了 的 回归 值 。 
也 可 以 应 用 经 过 变量 转换 的 线性 回归 方程 六 =a+bX' 进 行 预 报 和 控制 。 当 新 变量 X' 取 
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值 X, 时 ， 新 变量 页 的 区 间 估计 可 预报 为 
多 = 帘 +1.966' ( 信 度 w = 0.05 ， 即 置信 概率 为 0.95) (9-44) 


式 中 ，G' 为 变量 转换 后 随机 因素 标准 差 的 估计 值 ， 根 据 剩余 平方 和 进行 计算 ， 按 式 (9-35) 
可 得 

















(9-45) 


7 一 2 





式 中 ，1s 和 1 在 确定 a 和 5 的 过 程 中 已 经 求 得 。 
因为 用 式 (9-45) 确定 6 比较 方便 ， 所 以 ， 在 实际 工作 中 ， 经 常 应 用 变量 转换 后 的 线性 回 
归 方 程 疡 =a+bX' 进 行 预 报 和 控制 。 
【 例 9-4】 在 一 项 试验 工作 中 ， 对 变量 XX 和 Y 进 行 了 实测 ,数据 如 表 9-7 第 二 、 三 列 
所 示 ， 试 确定 其 回归 方程 。 / 


表 9-7 一 元 回归 计算 表 《 A 


1 2 6.42 一 天 和 0.0242622 | 0.0778816 
2 3 8.20 | aaa | om | 0.0148721 | 0.0406504 
3 4 9.58 0.0108960 | 0.0260960 
4 5 9.50 [BS ol0562 | xxgo | 0.0110803 | 0.0210526 
5 6 9.70 1 OO | 0.0106281 | 0.0171821 
6 7 
7 8 
8 9 








TD rT RE RET RI 
| 
9 10 si | or | dors oo | 0.0090876 | 0.00953289 
10 11 | 1059 0.00891678 | 0.00858443 
11 12 | 10.60 0.00889996 | 0.00786164 
12 13 | 10.80 0.00857339 | 0.00712251 
13 14 | 10.60 0.00889996 | 0.0067385 


14 15 10.90 0.0666667 0.0917431 0.00444444 | 0.008416799 | 0.00611621 
15 16 10.76 0.0625 0.0920368 0.00390625 0.00863725 0.00580855 


> 2.3807290 1.546969 0.5843465 0.163332 0.2726236 




















解 : @ 确定 回归 方程 的 类 型 。 
将 实测 数据 (总 ,Z) 标 在 坐标 纸 上 ,， 如 图 9.14 所 示 。 因 为 数据 点 的 分 布 与 图 9.8 所 示 的 


线 接近 ， 故 初步 判断 回归 方程 是 一 个 双 线 方程 二 -at 之 。 


@ 回归 系数 与 常数 项 的 确定 。 


入世 -十 ， = 二 ， 则 产 =a+bX' 。 实 例 数据 经 变量 转换 后 列 于 表 9-7 第 四 、 五 列 。 然 


后 按 线性 回归 方法 确定 a 和 4b 的 数值 。 具 体 计算 过 程 列 于 表 9-7 和 表 9-8。 
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2 4 6 8 10 12 14 16 区 


9.14 用 双 曲 线 拟 合 试验 数据 





表 9-8 一 元 回归 计算 表 (II) 
Dx =0.5843465 | 30 | DXY'=0.2726236 
(Ex) /n=03778580 (37) 7 95408 (5X)(D7)/n=02455275 


Low =0.2065 28 F9003791 1 =0.027096 




















® de ; 
考虑 线性 回归 方程 六 =a+bX'， 按 式 (9-19) ， 相 关系 数 





3 Loy 
P= =0.968 





由 表 9-3 可 知 ，n,(&=0.01)=0.641，| 剖 > (Qa =0.01) ， 所 以 线性 相关 高 度 显著 。 说 
明 对 原 变 量 X 、Y 用 双 曲 线 方程 拟 合 是 适宜 的 。 
@ 回归 方程 的 精度 。 
亦 量 加 六 可 控 硬 p= 去 9.9 页 | 中 
蕊 取 值 蕊 时， 变量 了 的 回归 值 蕊 可 按 回归 方程 并 RE 表 9-9 列 出 


了 实测 值 与 回归 值 的 偏差 。 回归 方程 的 精度 指标 o ,根据 剩余 平方 和 予以 估计 , 并 按 式 (9-43) 
计算 。 
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表 9-9 实测 值 与 回归 值 (预报 值 ) 的 偏差 























实测 值 疙 回归 值 疡 ,地 实测 值钱 回归 值 吧 偏差 久 一 入 
6.42 6.761 . 10.49 10.480 0.01 
8.20 7.934 .2 10.59 10.613 一 0.023 
9.58 8.688 . 10.60 10.726 —0.126 
9.50 9.213 .2 10.80 10.823 —0.023 
9.70 9.600 加 10.60 10.909 一 0.309 
10.00 9.897 .103 10.90 10.983 —0.083 
9.93 10.132 .2 10.76 11.050 —0.29 





9 10.322 


@ 改 用 其 他 方程 拟 合 试验 数据 。 的 ， 

由 表 9-9 及 图 9.14 可 以 看 出 ， 当 总 较 小 时 ， 回 归 什 SN 值 ， 而 蕊 较 大 时 ， 回 归 值 
大 于 实测 值 ， 具 有 明显 的 规律 性 ， 说 明 回归 方程 的 类 S 还 不 够 理想 。 根 据 试验 数据 点 
的 分 布 情况 ， 可 以 考虑 改 用 图 9.11 所 示 的 指 效 双 程 六 :cer 来 拟 合 试验 数据 。 作 变量 转换 ， 
Y=InY, X= 并 令 a=lnc， 则 得 六 。 按 类 似 的 方法 进行 计算 ， 其 结果 如 下 : 















= ; YF'=2.2815 
vs = 12085 > 1, =0.2656 ; 豆 Po229 


了 =—1.1105; = “=2.4577 
确信 人 


六 = 24577- 1.1105X" 
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了 =11.6783e * 
由 图 9.15 可 以 直观 地 看 出 ， 用 指数 方程 拟 合 试 验 数 据 ， 有 具有 较 好 的 效果 。 











图 9.15 用 指数 曲线 拟 合 试验 数据 











RAG 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 


对 回归 方程 祈 =a+bX' 进 行 显著 性 检验 





因为 | 半 =0.9791>n,(@=0.01)=0.641， 故 线 性 相关 高 度 显著 ， 说 明 用 指数 方程 拟 合 试 
验 数 据 是 适宜 的 。 
_L1105 
苞 取 值 蕊 时， 变量 了 的 回归 值 蕊 可 按 立 =11.6783e * 计算 。 实 测 值 世 与 回归 值 记 的 偏 
差 列 于 表 9-10。 由 表 可 见 ， 偏 差 也 -立正 负 交替 出 现 ， 比 用 双 曲 线 方程 拟 合 时 为 好 。 回 归 方 
程 的 精度 指标 c ， 按 式 (9-43) 估计 



































其 数值 比 用 双 曲 线 方程 拟 合 时 为 小 。 


实测 值 回 六 回归 值 疡 











@ 结论 。 
用 双 曲 线 方程 六 = 


_LH05 
或 指数 方程 了 -11.6783e x 去 拟 合 试验 数据 都 是 


1.1105 
适宜 的 ， 但 指数 方程 了 =11.6783e * 具有 较 高 的 精度 ， 效 果 更 好 。 
9.4 ”试验 数据 的 图 像 表示 


试验 数据 的 图 像 表 示 ， 是 指 在 一 定 的 坐标 系 里 ， 标 出 试验 数据 点 ， 并 用 回归 线 变量 之 间 
的 相关 关系 表示 出 来 。 可 以 根据 回归 分 析 所 求 得 的 回归 方程 描述 回归 线 ， 也 可 以 根据 试验 数 
据 的 分 布 ， 直 接 用 作 图 法 近似 地 画 出 回归 线 。 试 验 数据 的 图 像 表 示 ， 简 明 直 观 地 反映 了 变量 
之 间 的 相互 依赖 关系 ， 此 外 ， 如 作 图 比较 细致 准确 ， 即 使 不 知道 回归 方程 ， 也 可 对 变量 求 导 
数 或 积分 ， 以 便 对 变量 之 间 的 关系 ， 作 进一步 的 分 析 。 因 此 ， 在 试验 数据 处 理工 作 中 ， 这 种 
方法 得 到 了 广泛 的 应 
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通常 采用 平面 坐标 系 表 示 两 个 变量 之 间 的 关系 ， 两 个 以 上 的 变量 之 间 的 关系 ， 可 以 在 固 
定 某 些 变量 的 情况 下 ， 转 化 为 两 个 变量 的 关系 。 
为 了 使 试验 数据 的 图 像 发 挥 应 有 的 作用 ， 本 节 我 们 将 简要 地 介绍 作 图 法 的 基本 原则 和 方法 。 


9.4.1 坐标 系 的 选择 与 分 度 


) 坐标 系 有 直角 坐标 和 极 坐标 两 种 。 在 直角 坐标 系 中 ， 又 可 分 为 均匀 分 度 和 非 均匀 分 
度 的 ， 后 者 如 对 数 坐标 、 三 角 函 数 坐标 等 。 均 匀 分 度 的 直角 坐标 系 应 用 最 广 。 
同一 组 试验 数据 ， 在 不 同 的 坐标 系 中 ， 有 不 同 的 图 像 。 例 如 ， 回 归 线 了 =aX? ， 在 均匀 
分 度 的 了 华 标 系 中， 表现 为 一 条 抛物 线 ， 令 X'=X? ， 则 在 均匀 分 度 的 蕊 -坐标 系 ( 即 非 
人 匀 分 度 的 庆 Y 了 华 标 系 ) 中 , 表现 为 一 条 直线 。 呈 直线 的 图 像 既 易于 绘制 ,又 便于 使 用 。 因 此 ， 
为 了 使 图 像 转 化 为 直线 ， 可 以 选用 适当 的 非 均 匀 分 度 村 大 
在 试验 工作 中 ,可 根据 所 测 参数 (变量) 之 间 的 关系 , i 坐标 系 。 在 一 般 情况 下 ， 
首先 用 平均 分 度 的 直角 坐标 系 作 图 , 然后 根据 所 得 图 像 再 考虑 转换 适当 的 坐标 系 ( 参 
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看 9.3 节 ) 2 
(2) 每 一 条 坐标 线 所 代表 的 变量 的 数值 ， 称 各 村 应 全 相 邻 的 两 条 坐标 线 标 度 
值 之 差 称 为 坐标 的 分 度 。 
分 度 的 数值 ， 应 适当 地 选择 ， 以 便 与 ; 









中 最 精度 相 适 应 。 例 如 ， 发 动机 扭矩 的 测量 结果 为 
142N'm,， 相应 的 极限 误差 为 +1N 密度 可 知 ， 有 效 数字 为 三 位 。 如 果 分 度 值 过 小 ， 
以 致 从 图 上 可 以 读 出 四 位 数字 a 为 地 提 Te 度 ; 如 果 分 度 值 过 大 ， 从 图 上 
只 能 读 出 两 位 数字 ， 那 就 人 痊 了 测量 的 精 和 做 都 是 错误 的 。 在 一 般 情况 下 ， 
坐标 的 分 度 值 与 试验 实 和 二 位 数 ee 同 。 

(3) ee : 因 变 量 ， 坐 标 绪 一 定 从 零 开始 。 在 分 度 值 与 测量 精密 度 
oi es Ret 作为 坐标 线 标 度 值 的 起 点 ， 高 于 最 大 
值 的 某 一 整数 作 NY 以 便 使 试验 数据 的 图 像 占 消 下 个 幅面 当 因 变量 较 多 时 ， 应 分 别 标 出 
各 因 变量 的 标 度 什 。 为 使 图 像 清晰 起 见 ， 亦 可 沿 纵 坐标 截取 各 个 分 段 ， 以 表示 不 同 的 因 变量 。 

(4) 相 邻 两 坐标 线 之 间 的 距离 ， 应 适当 选择 ， 使 回归 线 的 主要 部 分 有 接近 于 1 的 斜率 。 
这 样 ， 既 便于 读数 ， 又 可 以 比较 清楚 地 显示 试验 数据 与 回归 线 之 间 的 偏差 。 


9.4.2 ”回归 线 的 描绘 


为 了 用 作 图 法 近似 地 画 出 回归 线 ， 首 先 需要 在 选 定 的 坐标 系统 中 标 出 试验 数据 点 。 

在 一 般 情 况 下 , 根据 实测 数据 (XX, 多 ) 即 可 在 华 标 纸 上 标 出 数据 点 。 如果 考虑 到 试验 误差 ， 
那么 应 该 用 一 个 矩形 来 代替 一 个 数据 点 ， 算 形 的 中 心 是 多 次 重复 测量 的 算术 平均 值 ， 甜 形 的 
一 边 等 于 自 变量 标准 误差 的 两 倍 (2c,) ， 另 一 边 等 于 因 变 量 标准 误差 的 两 倍 (2c, ) ， 于 是 ， 
可 归 线 介 于 ob 、a'b' 两 条 曲线 之 间 的 概率 为 0.95 (图 9.16) 。 如 果 自 变量 与 因 变量 的 标准 误差 
相等 (在 选 定 的 坐标 系统 中 ， 用 同样 的 长 度 代表 两 者 的 标准 误差 )， 则 习惯 上 用 圆 图 “ 〇 ” 代 
表 各 数据 点 ， 圆 心 为 算术 平均 值 ， 圆 半径 为 标准 误差 值 。 

在 一 个 图 上 表示 各 种 不 同 的 数据 时 ， 数 据点 应 用 不 同 的 标记 (如 多，A，O, + 等 ) 加 以 区 

别 。 标 记 的 中 心 应 与 数据 的 坐标 相 重合 。 





























































































































XX| 




















© 


2 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 = 








图 9.16 ”在 坐标 纸 上 标 出 试验 数据 点 














在 试验 数据 不 够 充足 ， 图 上 的 数据 点 较 少 的 情况 下 ， a 


时 ， 只 能 将 数据 点 用 折线 相连 ， 以 反映 变量 之 间 的 大 致 关 3 
才 可 能 描绘 出 一 条 光滑 的 回归 线 ， 较 好 地 反映 变量 之 间 
根据 试验 数据 点 的 分 布 ， 应 用 作 图 法 描绘 回归 多 
(1) 回归 线 应 该 匀 整 光滑 ， 具 有 尽 可 能 少 
(2 
线 偏离 很 小 ， 而 另 TAR > 上 5 该 四 多. 
(3) 回归 线 不 必 通 过 任何 一 A 












地 判断 回归 线 的 走向 ， 这 
在 数据 点 较 多 的 情况 下 ， 


应 遵循 以 下 各 项 原则 。 


根据 最 小 二 乘法 原理 ， 加 旧 线 应 据点 尽 可 能 地 接近 。 一 些 数据 点 与 回归 


一 般 来 说 ， 两 端的 数据 点 


由 于 仪器 及 测量 方法 的 关系 , -ee 时 不 必 同 等 对 待 。 


数据 点 应 慎重 :可 能 的 情况 下 ， 


4) 位 于 回归 线 两 侧 的 双手 护 ， 应 大 致 相等 点 较 多 ， 按 自 变量 的 大 小 将 数据 
抽 稚 ， 应 大 致 相等。 


应 补 做 一 些 试验 ， 以 决定 


点 分 成 几 组 时 ， 每 一 
(5) 对 mR ;点 应 慎重 E 时 i 决 
取舍 。 例 如 第 一 批 试验 太 以 “O ”表示 ， 点 4 是 个 离 群 的 数据 点 。 围 绕 





点 刀 补 做 第 二 批 试 验 。 如 果 所 得 到 的 数据 点 如 “x ”所 示 ， 则 表明 原先 的 试验 过 于 粗略 ， 在 
点 4 附近 的 试验 点 过 少 ， 以 下 无 法 关 定 回归 线 的 走向 。 如 果 所 得 的 数据 点 如 “人 ”所 示 ， 则 


可 判断 点 4 包含 有 过 失误 差 ， 应 予 舍弃 。 














式 的 回归 线 。 











图 9.17 离散 数据 点 的 取舍 
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根据 上 述 原则 ， 初 步 确定 回归 线 的 走向 后 ， 先 用 曲线 分 段 画 出 ， 经 过 修 匀 ， 最 后 连 成 正 





= 一 一 一 这 验 数 据 的 回归 分 析 第 9 章 | 


1. 试验 数据 回归 分 析 需 要 解决 的 问题 是 什么 ? 

2. 一 元 线性 回归 分 析 有 什么 重要 作用 ? 

3. 一 元 线性 回归 方程 有 哪儿 种 确定 方法 ? 

4. 举例 说 明 线性 回归 的 显著 性 检验 方法 在 车 辆 工程 中 的 应 用 。 
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53 “| 电动 汽车 结构 与 原理 978-7-301-20820-5 “| 赵 立 军 ， 佟 钦 智 35 2015.1 
54 | 二手 车 鉴定 与 评估 978-7-301-21291-2 | 卢 伟 , 韩 平 36 2015.4 
55 | 汽车 微 控制 器 结构 原理 与 应 用 978-7-301-22347-5 “| 蓝 志 坤 45 2013.4 
56 | 汽车 振动 学 基础 及 其 应 用 978-7-301-22583-7 “| 活 公 宁 29 20152 
57_ | 车 辆 优化 设计 理论 与 实践 978-7-301-22675-9 “| 潘 公 宇 ， 商 高 高 32 2015.2 
58_ | 汽车 专业 英语 978-7-301-23187-6 “| 姚 ， 喜 YAx 马 丽 丽 36 2013.8 
59 “| 车 辆 底盘 建 模 与 分 析 978-7-301-23332-0 “| 顾 一 跃 30 2014.1 
60 | 汽车 安全 畏 助 驾驶 技术 978-7-301-23545-4 《| 骂 \ 列 ， 欧 平 淑 等 43 | 20141 
61 | 汽车 安全 | 978-7-301-23294<6\ | 部 妇 文 45 | 20154 
62 “| 汽车 安全 概论 978-7-30 5 门 郑 安 文 ， 郭 健 忠 35 2015.10 
63 “| 汽车 系统 动力 学 与 仿真 | 078-7-301S3b 肉 胜 民 42 2014.11 





64 | 汽车 营销 : | sz8xeaoiv3i747.0 | 都 雪 静 ， 安 惠 珠 50 2015.5 
65 _ | 车辆 工程 专业 导论 oIS01-26036-4 举 胜 民 35 2015.8 
66 | 汽车 保险 与 理赔 Ny 8-7-301-26409-6 | 吴 立 助 ， 陈 立 迹 32 2016.1 
67 | 汽车 理论 YM 978.7.30126758.5 si 胜 民 32 | 20161 
68 | 新 能 源 汽车 动力 电池 技术 “~Jd SN” | 978.7.301.26866 人 全 床 冯 良 42 | 20163 
69 | 汽车 车 身 控制 系统 ERE | 978-7-3013070313 “| 杭 卫 星 28 2016.5 
70 | 汽车 发 动机 管理 系统 _ 人 和 30T-270 贝 绍 铁 28 | 20166 
71 | 汽车 底盘 控制 WA |) | oh56938 | 以 景 波 32 2016.11 
72 | 汽车 底盘 机 权 系 路 和 .400L272701 | 地 国民 28 | 20167 
73 “| 现代 汽车 新 执 习 (第 2 版 ) ”| “经 .7-301-27425-5 | 姜 立 标 57 | 20168 
74 “| 汽车 新 能 源 合 排放 控制 (双语 教学 版 ) 周 庆 光 35 | 201610 
75 | 汽车 新 技 术 | 978-7-301-27692-1 | 邹 乃 威 ， 周 大 遇 46 | 201611 
























76 | 汽车 发 动机 机 械 系 统 978-7-301-27786-7 “| 李 国 庆 28 2016.12 
77_ | 道路 交通 安全 978-7-301-27868-0 | 郑 安 文 50 2017.1 
78_ | 共享 汽车 概论 978-7-301-28491-9 42 2017.8 

















79 | 车 辆 试验 设计 与 数据 处 理 978-7-301-28660-9 
如 您 需要 更 多 教学 资源 如 电子 课件 、 电 子 样 章 、 习 题 答案 等 ， 请 登 ， 
如 您 需要 浏览 更 多 专业 教材 ， 请 扫 下 面 的 二 维 码 ， 关 注 北京 

查询 专业 教材 、 浏 览 教材 目录 、 内 容 简介 等 信息 ， 并 可 在 人 
| 


2017.8 














[a 3 
感谢 您 使 用 我 们 的 教材 ， 欢 迎 您 随时 与 我 们 联系 ， 我 们 将 及 时 做 好 全 方位 的 服务 。 联 系 方式 : 010-62750667， 
13426433315@163.com，pup_6@163.com，lihu80@163.com， 欢 迎 来 电 来 信 。 客 户 服务 QQ 号 ，1292552107， 欢 迎 随时 









